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)I CECI ITllliL. 



I. — Intégrales élémentaires. 



^ C dx C a* 

1 J X J La 



r x^ 

\x"^ dx = 

J m 

J e* dac = e* , j cos a? do? as= sin x , I sin x dx = — cos x j^ 

if dx r dx 

PI — r— =^ tgx, . - == — cotg X , 



?/; 



dx 



= arc sin x 



Ç — dx 



i/i — ijp^ 



arc cos X 



^ C d^ r — c2x 

Remarque. — Je supprimerai, dans tous les exercices qui 
vont suivre, la constante arbitraire, comme je viens de le faire 
dans les formules précédentes. 



II, — Intégrations immédiates. 



•/f-/ 



ar-»»dx = 



ac-^+i 



1 



— n + 1 (n — 1) x"~* 

2. I X (ox -- ly^dx = J (a* x' — 2 ah x' -|- b* x) dx 



a* X* 2 aï) X* , b' x 



« /V.Î 



— 3~+^rN 



V- 



r 



— 2 - 



3 a 



_ Ç adx r 8 , 3 _^ 

4, I ^ — L— dx = I X* dx — 41 .c (/a; 4" 5J — 



ac' 



= — — 2x' -|- 5^ ac. 



5. P ^ g , cte = I (nx^ — p)a; 'da; = n|a;'da; — j?) a: 



r 4 



s , — 



5 _ — 



S 



\/x 



ete+-nv-../|+.../f+../| 



a' 



3a;' x* 



a b _6^ 



J AX y^i 

= djx' dx + I J ^ - 7 J (x + 1)5 dx + 2J a7-ldx 



_1 g 1 21 (a; 4- 1)3 10 A^ 

""2^ ""4xV"" 4 "^3 



__! g J 21 (x + l)t/a.' + l , iOt/a;^ 

"~2^ "4x^ 4 •" 3 ' 

9 (y'x^ [[/x-i-i] (2— V/^)* c?x = J a; 6 Jv/aî-f 1) (4+a;— 4i/a;) rfa; 



-- 3 - 



= I X6\4i^x\/x—?^x\(Ix= 1 ix'^da^i- \ x ^ dx—si x ^ dx 

Il 20 17 6 / — 5/ 6/ — 

_ 24ag b . 6x 6 i8a?"6" _ 24av>g;'^ . '3x^[/x iSx^yx^ 
"" 11 '17 47 nni ' ^10 17 



Applications. 

1. J(2x* + 3a;'-5x + 4)dx = ^ + 5|!«È|! + 4x. 

"^^ j V a;« "^ "^ a;* x' ^ x '^ x* a?' "^ x* • 

o f V • , *3 5 , . , fax* dx 2 ax' l/x 

3. i/x* dx = -^ a? i/x*. 4. — ; — = ^ — . 

J^ 5 ^ J |/x 5 

5. 1 1 ax" H 1- c I dx = — ; — - — r 7- r + ex. 



3 

21 



6. I x' (wx* + py dx = — = 1 ^ [- — 

^ r4x' — 5x« + 7 3, 15 

.7. ^ _J dx=:12p/x+-^^ — 

•^ x'i/x' 2|/x* 8x«i/x^ 

8. J 5 — = — . 9. I ^ dx -^ 2 1/2 |/x. 

•^x'|/x 7x*i/x "^ ^/'4x' 

,^ r3x» + 2 , /9x« , ^\ 5 
10.J i: dx = (-^ + 6) i/x. 

|/ X 



s .-. 



. . f/ 5 , 6x \* I2xi/x* 81x*i/'^x* 
ll.J(2|/x+--^ 9x) dx». f^ ^ + 

•^ |/x ^ ^ 



27 X' + 12 X*. 



- 4 — 
III. — Intégration par substitution. 

En posant ax + 6 = z, d'où adx = dz, il vient : 

'^"'J~S a(n + l)"" a(n + l) * 

; en posant x -\- m = z, d'où dx = dz, il 

a: + m 

vient : 

y= I — = ^z = Z(aî4- ^)- 

3. y = 1 ( ax*" +6) a;"» - * dx; en posant ax*" -f b « z, d* 
max"^ ~^dx = dz, il vient : 

^"~J ma ~" ma (n -f-i) "" ma (n + 1) 

^ j ax" +6 ma ^ ' ^ 

5. y = r ^^ dx; posant 5 x«— 1 = z,d'où lOxdx = dz, 



où 



on a: 



— z==^ ; en posant m* -f x* = z*, d'où xdx = 2 dz, 
(/m* 4- a;* 

on a : 

jjf = I dz = ^/^m* 4" ^* • 

-, r— ; en posant x— a = z, d'où dx = dz, Ona : 

(a; — a)'" ' ^ 

y—)zm— (m-l)?"-' (m— l)(x — a)"-** 



— 5 — 



-^8. 2/ = j sin a; cos xdx; soit sin rc = z, d'où cos xdx = dz, 



il vient : 



Jz' , sîn'ic , 



Remarque. — On peut encore trouver cette intégrale de 
la manière suivante : 

y = I sin a; cos x dx = -\sin'2xdx = — - cos Sa? -|- c'. 

11 est facile de voir que ces deux résultats ne dififèrent que par 
la constante. On a en efifet : 

cos 2x=i — 2sin' x ; 
d'où 

1 ft I / Il sin^ic 1 , sin'iT i ^ 
i/ = — -cos2iz; + c — — -+ -4- c = — — -f- c, 

4 4 2 2 

résultat identique au précédent. 

C , Csinxdx f— dz 
9. y ^ hg a; c?ic == ) = I , en posant cos x = z , 

j j cos X J z 

d'où — sin xdx= dz. 

1 1 

y = — Iz =^ l - = l. 



z cos a; 

dx 

r dx i m X 

10, 2/ - — ==== — ==. En posant — = z, 



\/l-- 
V m« 



Ç dz 
y = I — = arc sin z = arc sin —. 



d'où hdx= a d z , il vient : 



hx 
; en posant — = z , 



i C dz i 1 hx 

y = — 7 1 "i — i — ; = —7 arcfg z = — - arc tg — . 

abJi-{-z* ab ^ ab ^ a 

12. y =-. ie'^'dx; posant mx^z, d'où mdx =^dz, on a : 

jA^ Ç (^xdx a Ç dz 

^ 13. y =1 ■ . = - I . , en posant a?' = z ; 



a . z a . ic* 



y = :^arcsin-=»-arcsin^. 

14. y = j siri (aaj '\-b)dx\ en posant aa? -j- 6 = « , il vient : 

\ C 1 1 

y = - lsinzdz= cos z = cos (ax + 6) . 

a J a a 

Jdx 
(l 0?)** — ; en posant La? = z , on a : 

f ^ z"'+' (/.aî)«+* 

y = \ z^ dz =^ = -^^ — . 

J m-j- 1 m -}- 1 

/dx I (/ic 

il vient : 

f dzv/3 1 . 1 . ic-l 

^ = J 3(r=R) ^ îTs "'■" *^ ' = Ï73 "'■'^ '^^ T^ • 

C e" dx 
^ily= - ^ . En posant e* = z , on a : 

= ) -j-r — r = arc tgz^ arc ^g e* . 

•' 1 —h z 



. ,._^ 



18 



19 



. y = j e— a* (te = 6-3* en posant — aa? = z. 

J a 

C dx C ^ dx , , .. 



[ cos2xdx f (cos* a? — sin* ^, v.^ ,, , 

' 21. y = -T-5 5- = ^^ ^-5 r^ — ; d'où : 

J sm* X cos* X J sm' x cos* " 



- 7 - 

C dx 

-^ 20. y = I 7 . En posant tg x^=z y il vient : 

•^ cos* r» j/1 — f gf* ic 

C dz 
1/ = ) ■ = arc sin z = arc sin {tg x). 

•^ l/l — z* 

— sin* x) dx 

le ' 

C dx Ç dx . ^ \'\'tg'^x 

y = I -:-; — 7— « — cotg X'-tgx= '- 

^ Js\ïi}x Jcos^x tgx 

^ ■" sin -ic' 

On peut encore intégrer cette expression de la manière 

suivante : 

,rcos2ajrfic ^ . r> 

w = 4 1 — . - ^ ; en posant sin 2ic = z , on a : 
J sm' 2ic 

_ Tti^ 2 2__ 

^ "" J z* "" z "" sin2a;' 

'^^'^'^J (ai^-2a? + ^)' ' ^"P^^^"*^""^'^^' Il vient: 
r (z» + 2z-1)dz _rdz Tdz fdz, 
^ ""J ^ï ■ ~J z« "1" ^J z' • J z* ' 
14 4^ î 1 . 1 , 

1 _ 3 (a; ^ 1) —3 (a? — 4)' ^ 1 + 3g; — 3x^ 
^"" 3(0? ^4)» ■" 3(a;— 4)' ' 

Autrement : 

C {x^—f)dx _Ç {x^-'^)dx ^Ç {x^''i)dx ^ Ç dx 

1 4 4 



a; -4 (a?-4)V' ' 3(iC—4)*- 



- 8 - 



23 « = ) — ; posant 1 ~ a? -= t« , d'où dx =^^tdl^ on a 

-^[/i—x 

y _o r(l -x)VÏ=i _ 3(1 - g) Vî^_ |.r^ _ a;)i/ÎZ^_ i/iZ^j 
/. i (^ - »)' 3 (1 - X)* ^ 



7 5 



y 



« _ Vlll^J5a;» + 6a;* + 8a; + 16J. 

Q 4 « = — zz======r.En posanta;*— a«=(6«— a;*)«^'<p^ 

on a t 

^i (1 _|- fg« ç) = b« f^î (p-f a*^ d'où a;* = h'- sin« <p + a« cos« <p 

X dx = {b^ — a*) sin ç cos ^ d cp . 
Par suite, 

r (/>^ ^ g») sin y ces y d cp _ T _ 
'^ "^-J tg cp (6« — a*) cos* y J ^ ^ 
Or, de la relation 

/y;« a* (x^ — «* 

d'où 



» = î 



arc 






r 1 — gcosa j C cos* g + sin» a — a: cos a. ^^ 
25-y = J|_2a;cosa + «;* *^J 1— 2a;cosa + a;» 



— 9 — 



^ gijj2 ^ f ^^ cosa r 2a; — 2cosa 

Jl— 2iccosa + a;« 2 J 1 — 2ir cos a + x* 

•1/ —" COS Ot '1 / \ 

= sina arc tg — ^7— cos a Z (l — 2 a; cos a ^ x^). 



Applications. 



-'1. y = j ^ — = / (x — m) 

J X — m \ / • 

-% y= z r = ^ (aaî'^ — 2?) 

Je f (8 x' — 3) dx /^ ^ \ 

, ^ C ^nx — 4 p as' , 1 

^ 5. 2/ = r-r^- • da; = l — . 

Jm — nx^-\-px- m — nx^-^px* 

'' 6. 1/ «= j cotg xdx — l sin x. 

Ç dx 1 bx 

7. y = j — -== = - arc sin 



)/a* — b"' ce- 6 

^ Ç a dx a x [/c 

S. y = I — == = — z arc sin — r— 
•^ ^/6^- — cx^ [/c ^ 

4 ^ C dx l x 



wi^ -j- as* m ® m 

cos mxdx = — sin mx . 

m 



'iO.y^j 

11. y = I ^a I o r— 5 = — =^ arc tg 3-. 

^ J x^-\-'lx + ^ p/2 1/^2 

^12. 2/ = ^ = - Z /n as + a\ . 

Jnx-^a n \ f 



- 10 - 



Zdx 3 



3.2/=/ 

5.2/ = / 
6., = / 



4 + 

3 b + 6 c X 
3aî da; 



d a; =?/(«« + brr+cj:») 



(2 i-dxy 4(2 + 3x7' 

cos a? da; 



8. y 



9. y 



1 -|- sin^ 

sin xdx 1 



cos*" X 
dx 



*i0.y 



21. y = 



(m — l)cos"*""*x 
=^llx . 

(a 4- ^ ^)* 



j; Ix 
a -^hxf dx== 



26 



f cos a? cia; * / • \ 



(a 4> to^ + ex') (Scag^ + 2to) ^ (g + bg;» + ca;^ 
""" 4 " 8 



^22. y 



23. y 



24. y 



^25. 2/ 



(2a?+l)f?aî ^ /-r-|— 
l/ir* + X 

2 xdx 1 

(ic« + 1)« "" a;' + 1 ' 



l/a;- + 4 



= a; + l/a;* + 4 . 



2 , 2a;4--a 

— = r; arc tg ^ . 

X* + aa? + a* «l/^ ^v"^ 



rsxdx 5 f 



3a?+2— 2 



dx 



<n y 



=/, 



+3x 3^ 2 + 3a; 
3 + '^0^^d..= - 



10 
9 



= i--^('2 + 3.). 



,^^8 



(4 + 3a? + 5 a;*) 



4 + 3 X + 5 x 



4 • 



— 11 - 



C dx 1 

■• 29, M = I T " — arc ta a5 1/3 . 

^ Jl-}-3x« j/a*'^'»*»^ 

' oft _ r a^tia; (a;4-2)''— I2(x +2)*+(g'+2)/(g+2)**+16 
'*^* ^ ~ J (a; 4- 2)» 2(«+2) • 

■'31.j/= )îVkiî=-«3 x^ 4- 2 xî— 2 arc tg j/â . 

•' 1+a: 5 3 ~ 

,__ C dx 2 , 20:4-1 

IV. — Intégration par parties. 

i. y =rz iix. dx. En posant ix = it, dx = dv , dans la 
formule générale, on trouve : 

= \lx. dx^= xlx— \dx = xlx — x = x (ix — iV 

2. 2/ = j 5C"* i a: dx. En posant Ix^ u, a;*» dx = du, on a : 

y = \lx.x*^ dx = 7—, r-7 I «*" <^iï^ 

^ m -|- 1 m -\- iJ 

— m + 1 ~" (m + 1)« "" rn+l [ ~ ^H^J ' 

3. 1/ = I X e* doc; en posant a; = m, c* dx = dy, il vient : 

2/ = jxô* da; = xe* — le* dx= xe* — e*= «* fx — 11. 

Remarque. - Cet exercice nous conduit à une remarque 
très importante que nous recommandons aux élèves. Le choix 
des quantités que l'on égale à u et à du n'est pas complètement 
arbitraire. Ainsi, si dans le n® 3 nous posions : 

xdx = dvy e* = u , il viendrait : 



y 



— 12 - 



Je* a;' 1 r 
xe' dx -^ —^ J c'.jr' dx , 



et Ton voit que la seconde intégrale est plus compliquée que la 
première. 

Je xdx 
arc s\xixdx = x arc sin ac — I — =zr 
J[/\ — x^ 

= x arc sin x -}- |/l — a?* , en posant arc sin a? = u . 
5. 1/ = jx'sin Jîrfic. En posantaj' = M,sina:cfir = du, on a : 

2/ = — 5c' cos x -(- 2 j a? cos x dx . Or, on a, en posant de 
nouveau x = u^ cos rc dx = d v , 

j ;r cos X dx ^= xsinx -- j sin a: cf^ = a: sin a? -f- cos x . 
ParsuiJe, 
1/ = j rr* sin a? da? = — a?' cos x -f 2 a? sin a? -[- 2 cos a? . 

Remarque. — Il faut faire attention, quand on applique plu- 
sieurs fois de suite l'intégration par parties, de ne pas revenir 
sur ses pas. Ainsi, par exemple, pour intégrer rexpression 

a; cos aj d j:, il faut prendre garde de poser cos a? = m , 
X dx = dv , ce qui nous donnerait : 

ix cosx dx = -^ cos a? -f- ^T I a?* sin x dx , 
et, en remplaçant, nous serions conduits à une identité. 
6. 2/ = j ^'sina:;daî = — e'cosa?-}- j e^cosxdx , en posant e*=u; 

\e"cosxdx = e-" sin aï — I eitsina: dx, en posant aussi e^^=u; 

donc, 

y = jô* sin x dx = — e'' cos x + 6* sin x — J ^a-sina^dx . 



/■ 



— 13 — 

D'où: 
j e* sin X dx ^ - e* ^sin x — cos x\. 

Ici le choix de u et de dv est arbitraire. Ainsi, en posant 
M = sin rr, do = c* dx^ on a : 

1/ = j e* sin rc cfic = sin aï. e* — j e* cos a: cfa? , 
I e* cos xdx = cos a?, e* + j e* sin a; da; ; 

y ^ je* sin ±dx=^ sin a:, e* — cos x. e* — j e* sin aj d a; , 

d'où y = - c* (sin x — cos a;) , comme ci-dessus. 

C xdx . f , 

7. y = = - ^x\/\ — a; + 2 (/a;|/l — x , 

/ , f (1 — a;) c^a: 

en posant w = a;; 2/ = — 2a; j/l — a. -j- 2 1 — . 

•^ l/l - X 

, C dx f xdx 

= -2a;|/l --a; + 2 — == — 2j— = 
^ •'l/l — a; •'p/l —a;* 

Donc, 






2l/l —a* / , A 
ou bien y = 5— ^ (^ -f 2j . 

On peut encore intégrer cette expression par substitution, en 
posant 1 — a: = z^ . 

8. y = j H -j- 3 a?*) arc tg a; d a; ;^en posant arc tg a; = u , 

A -f- 3 a?*) dx = d V , on a : 



- 14 - 



/ . C(oc+x^)dx I , \ C 

y = (aj4-a;Marctgrc — I a i \ =la;-|-x'jarctgx— J xdx 

=^ (x -\- x^faivc tg ce — •-. 
9 y z= j e~«* cos X dx = e~** sin a; + a j e- <** sin x dx , 



d'où : 



y = j e-^'cosxdx*=^ e-«*sini;-— ae-**cosa:— a* I e^^'cosxdx; 

g-ax (gin :r: — a cos x) 

enfin, y = m ^ \ ' • 

1 -|- a* 

Ici encore le choix de u et de dv est arbitraire; en posant 
e-«*da; = dv, cosj: = w, on a: 

y = I 6-^**008 X dx = tf~"*cosx I «-«^sinxcfx 

^ a aJ 



1 

y = e-**cosi; ■+ — e-"*sin a; r | «-"^cosxt/x : 



,1 If 

X ■+ -1 e-«*Sin X r e-" 

enfin, 

^-"^(sinx — a cos a;) . , 

y = i — i — z • , comme ci- dessus. 

1 -\- a^ 



10 



. y = J 6«» COS hxdx =^-- e"'= sin i^x — - I e«* sin 6a; dx 

I e"* sin bx dx = ^ - e««^cos 6x -f- - I e"** cosbxdx . 

Par conséquent, 

1 . , , a , a* 

2/ == - e'»* sm yx H — r e"* cos yo? — rzV y 
b 6* 
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2/ = 



_ e^^(acosbx-{- b sin b œ) 



11.2/ 



= fe- sin 6.r dx = ^"^ (« «in 6a: ~ 6 cos 6^) 

•^ a* + 6« • 



12.2/ = 



J arc tg a: d ic = x arc tg a: — \JLÉ^ . 

•f 

arc tg a? - - Z (l J^ x^) ^ x arc tgic - Z l/r+^« . 



13. 2/ = J(^a:)' do; = (z a:)* a; - -/(^^) ^^ 



14. 1/ 



-=ir (Za?) — 2a;Zic + 2x = a;r(/a:)* ~ 2Za; + 2l 

/a? arc sin x r 

^ j^_ t dx = ^ ]/i — x\ arc sin x -\-j dx 



15. 2/ = 



— l/l -- x^. arc sin a; -j- ^ • 

r ^ , ic a* 1 r , 

J l a l aJ 



xa 



a 



a- 



l a (l ay (l a)' 



Ixla — 1> . 



16.2/ 



=1' 



X 



i 



; arc tg X c? a? = — arc tg x 



__ 1 Ç x^ dx 



x^ 

— arc tg X 

x' 



_i C (i + x^ 
2J 1- 



— i)dx 



4 rc- 



= -ôT arc tg.c - - a? -4- - arc tg a; 



1 / i 

= 2(^' + l)arctga;— -a;. 



17. y 






a;^ 



1 -|- a;* 



arc 



. , r(l 4- a:* — 1) arc tga; , 
tga; dx = ' — ! — \ Ë_ ix 

-/■ 



arctgaîda; — larctga; 



l+a;'" 
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Or, 
I arc tg X. ■ , = I arc tg x d, arc tga; = ^ (arc tg x). 

donc, 

y = j arc tg X — i [/i -^ x^ —- (arc tg a?) 

= /a; — - arc tg xj arc tg a? — Z |/l -j- x* . 

. y = 1 tg^ ic d ic . En posant tg a? = z , il vient : 

r z^dz f c2 -U 1 — 1 ^ f ^ f d z 



18 



+ s^ J 1 + ;^^ ; ;i + z 

= z — arc tg z = tg a? — a? . 

ilufremeni. Il est facile de voir que Ton a : 

f , , fsin' X , Ci — cos* X , 

V = \\g^ xdx= \ — r— dx == 1 dx 

^ J ^ Jcos^x J cos*aj 



= I — \dx = tgx — X . 

J cos' X J 



Remarque. — L'intégrale du n*» 17 peut être obtenue en 
posant arc tg a? ■= z , d'où a? = tg z ; par suite , 



Jf (1 — cos* c) z d s f z d z r , 
tg-z. zdz =r r^ = — I \zdz ; 
^ J cos*z Jcos*z J 



or, 

I ^\ = z tg z — 1 tg z d z = z tg z + ^ cos z . 

J COS' z J 

Par conséquent, 

z* 1 / \î 

1/ = z tg z + ^ cos z — — = a5 arc tg a; — - (arc tg a? 1 

1 

ou bien, comme ci-dessus, 

y = a; arc tg a: — - ^arctg a;) — l |/'l + a?^ . 



A 
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or, 



Ç x*dx C xdx 

.y=) . ^ = I œ. ^ . ■ . 

•' ya^ — X* •' (/a* — X* 

= — Xl/a* — X* -f \dx\/a* — x* ; 

Ux y/^rzTW^ a*/-:^= - \-^^=. 



Donc, 



î/ =* — ^ K a* — as* + a' arc sin y: 

a 

d'où : 



y 



— — i- + — arc sin - . 



1. y 



2. y 



3. y 



fa;* 



Applications. 



ces xdx == x^sinx + 2iccosx — 2 sin'i . 






as' ô* dx = e* 



^i»' — 3aî«+6x — 6). 



4. t/ = 



l/l — i» 

Je-* 



= _^l/l — 



X 



35 



5a;« + 6ic« + 8a? + 16L 



r ■ 



5. 2/ 



-h 



^dx^- 



-2« 



2 ' 



6. 2/f=J«e'*daî = - 



05 e** — - ^'* . 



X e 



— 2« i z» — 2j? 



8. 2/ 



= Je-*^si 



siri.cc dx 



sin oc + cos a? 
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r, r <- , sin ac — cos x 
9. 2/ = J «• '^ cos a? d a; = e-* . 

^ r . . j J? 6* (sin ce — cos x) , 
0. y == \x^sinxdx= ^^ + 

.2/ = /^ 



e*cosaj 



1. ?/ = laî6*cosa;dx = 



2 • 
a? e* (sin a? -|- cos x) c* sin a? 



!. y = laîc"*si 



sin xdx !=i — 



2 2 • 

j; e"-* (sin x -j- cos x) e-' cos x 



2 2 

a? e~^ (sin a: — cos x) . e- * sin a? 



2 



o f , , a? e-^ (sin a: — cos x) , 
3. 1/ = I a? e-* cos a? dx = ^ — + 

^. y ^ jx [/a -\-xdx = ^[a-\-x]g q- (^ + 

5. y =r ji/a* + a;* da; = il^^^îill!^ 



V. — Intégration des fractions rationnelles. 



^•^=/^=^(«'*-«*) = ^'/-"^"^- 






En posant — r = 1 ; — , il vient : 

X* — a^ x— a'aî + a' 

1 = A /a; + a\ -|- B ^a; — a) ; 

1 

d'où : A-1-B = 0, A— B=-; et, par suite, 

1 1 

A = — B = -- 

^ 2a' ^ 2a' 

__ C dx i_ r da: ' 1 f dx 

^ ^ Jx* — a^ ""20^0;— a "" ^)x-\- a 
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2a ^ ' 2a \ ' ^ a V a; + a' 

• ^"^Ja;' — 2ir« — x+2' 

On trouve facilement a?' — 2a;*— a;4-2=(x— l)(x+lVx— 2] , 

et, en posant, 
2a;*-3a;-l A , B , G ., . ^ 



a;' — 2a;* — a; + 2 x — 1 ' x-\-\ ' a;--2 
2a?'-3a;— l==A(a;+l)(a;-2)4-B(a;--l)(a;--2)+G(a;--l)(a;+l) 

=A(a;* — a; — 2)-f B(a;* — 3a;+2)+c(a;*— l) . 

On tire de là : 
A4-B + G = 2, — A — 3B = — 3, -2A + 2B — G = — 1. 

Par suite, 

2 1 

A = l, B = g, C = -. 

___ r 2a;*— 3a;— 1 _ f c/a; . 2 f da: 1 j * dx 

2^ ~" J ic'— 2a;*— a;+2 ^^Ja;-!"^^ Ja;+l''"3 Ja;-2 ' 

== z(a; — l)+|i (a; + l) +^^(« - 2) + const 

^l[x •l)^(a;+lJ(j:-2)-|^ = i. a(a;-l)y/^(a;+lïïx-2). 

Çax — 6 , C X dx , C dx 

4. î/ = -5 -, da; = a — b — 

J x^ — c^ J X* — c^ J X* — c* 

^ ( àx 

J a* — a;* 
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A , B 



a* — ic^ a -{- X * a — x* 

1 = A (a — x) -j- B (a + a;) . 

1 

. En faisant a; = a , on a B = r— ; et, pour x^ -^ a , 

2a 

1 
il vient : A = ;r- . 

2a 

^ 2a[Ja-fic"^Ja — rcj^^â ^a — a;* 

g r (x* + g; — 1) da? ^ 

J x' — jj* — a; + 1 * 

A cause de a;' — a;* — a? + 1 «= (^"~0 (^+0» ^^^ P^se : 

^ i 1 = f Inî h J H n • ®^ ^^ vient : 

a;' — a;" — a? — 1 (a? — 1)* ' a; — 1 ' a; + 1 

a:' + X - 1 = A (a:+l)+ B(aî— l)(a;+l)+ c(a;-l)\ (i) 

Gomme le dénominateur a une racine double, nous devons 
prendre la dérivée première de l'équation précédente, et nous 
aurons : 

2 a; + 1 = A + B(a;+t)4- B(a;--.l) + 2G (a?— l) . («) 

En faisant a; =» 1 dans l'équation (4), on trouve : 

1 

pour a; = — 1 , cette même équation (i) donne : C = — -r ; 

4 

5 

et, en faisant x = 1 dans (2), il vient : B = - . 

\ ( dx 1 r dx jh Ç dx 

^~'^){x—\y ""iJaJ + l "^4Jj^=T' 



ai — 



--w=^)-l'h')^l'h') 



1 , ^\/^ (^-i)' 



2(a;— 1) ' « + 

Cx*dx C(x* -{- \ — i) dx I* f do; 

= a; — arctga;. 

^ ^ ■" J (1 +xy ""J (Ha;*)» ^J (1 + a;») J (l+a;*) 

Or, 

r x* daj _ Çx 2xdx x 1 Ç dx 

J (!+»*)» ~J 2' (l+a;«)* ~ 2(l+a5*) "*" 2 Jl+x* ' 

car, 

par conséquent, 

r X* dx ^ J- ^ t 

J (1 + a?*)* "" 27nF^) 2^^^^^' 
et 

^H(ïT^«="'"^*«*+2TrT^)-2"'''*«^ 

= ^arctga; + 2(^^^.) - 
«= - M »* + 1 ) + arc tg a; . 
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on a : 

«+1 _ A B 

(x - 1)» (a; - 1)« "^ « — 1 ' 

a; + l = A + B(a! - i) ; 
d'où 

A — B = l, B = l; donc, A = 2, B = l; 



"■^ = /?xi 



do; 



On pose 
^ _ 1 A ^_ r _^g__L ^ 

l=A(a;+l) +B (a;-l)(a4-l)*4 G (oî-l) +D (^+l)(rr-^l)* 

En faisant a; = 1 , on obtient A = - ; pour ^ = _ i ^ 

1 

il vient C ^ -, . 

4t 

La dérivée première est 
0=2A (x+l) +B (a?+l)'+2B (ic-l) (a;+l) +2G (a^-l) 

En faisant a; = l, ona4A + 4B = 0; donc B = — A , 

1 1 

d'où B = — : de même, x = — i nous donne D = - . 

4 4 

Par conséquent, 



1 
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-|[-îè-,-'(-i)-,-^+'(-+i)] 



= -l ^ + * 



X 



4 a; — 1 2 (x* — 1) • 
f (x* + i)dx 

A cause de la relation «' — 3»* + 4a; — 2 = (x — 1 Vas* — 2a!+2|, 
on pose : 

■T* + i A Ba; + G ... . 

a;»— 3x*+4x — 2 x — 1 "^ x» - 2a; + 2' ""^'^°^- 

a;* + 1 = A (x' — 2x + 2) + (b a; + g) (a; — l) . 

On a donc : 

A + B = l, — 2A — B4-C = 0, 2A — = 1; 

d'où 

A = 2, B = — 1, G = 3. 

Par conséquent, 

— x)dx 



_ g f rfX C (3 - 

^ jx — l'^Ja;» — 2a; + 2 



dx 



2x + 2 
== 2 W^ — l| - 1 i [^» - 2a; + 2J + 2 arc tg (x — 1' 



= l 



(x — 1)^ 



'-'y-h 



l/x^ -- 2a; + 2 
a;cîj; 



--f 2arctg 05 — ij . 



X dx 



+ x + iY 



[hMJ- 



, 1 z[/3 ^^. ^ 

En posant x + - = — ^ — , on obtient : 



y 
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(z v/3 1\ dzv/3 

■~2~ 4 /-(z v/3 — 1) dz 



/' 



4 r z dz 4 Ç dz 

Ij{\ + z«)« *" 5173 J (1 + z«)« 

4 4 , 4z 

arc tg z — 



6(1 +z«) 6v/3 ^ 6j/3(l + z*)* 
2 2 z 2 arc tg z 



3(1 + z«) 3i/3(l + z«) 3\/3 ' 

2x4-1 
Or, z = — -;^ — , et, en remplaçant, il vient, après 

quelques réductions : 

1 2a; + l 2_ 2x+l 

^■^ 2(iC*+x+l) ê^^+i+î) 3i/3^^^^ v/3 

a; 4- 2 2 2ar4-l 

— rrrTS arc tg 



3(ic« + aî + l) 3v/3 ® V/3 ' 

r da; Ç dx 

• ^ ^ Ja:* — 7x«-t-12 "°J (a;* — 4) (a;* — 3) ' 

On posera donc : 



aî^ — 7a;« + 12 ar + 2 oî — 2 ' x-\-\/2 x-^y/S' 

d'où 

1 «A(aî-2)(a;« - 3)+B(a;+2)(a;*-3)+ G(a:« - 4)(a;-. v/3) 

+ D(a;« — 4)(aî+v/3). 

1 
Pour ar — 2, on a B = -i , 

4 

pour x = — 2, A = — 2> 

1 



pour X = v/3> D = — 



2 v/3' 



I 
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1 
pour X = — 1/3, C = — 



2\/3' 
d'où: 

_ 1 Ç dx i C dx . 1 Ç dx \ Ç dx 

^ 4 J x+2"'"4 J œ— 2 ' 2v/3 j z+\/,?i~^/3 Jx-\/'à 

1 a; — 2 . 1 , a!4-\/3 
~ 4 a; + 2 "*" 2 1/3 a; — \/3 * 



C X* 



dx 



(a? + a)« (ce* + «*) * 
Posons : 



x^ A 



B Ma; + N ^ 

^« "• /Y» -i_ /» > /y* _1_ /*« > 



(o; + a)* (x* + a«) (x + a)« ' ac + a ' »« + a^ 
d'où: 

x^=h (aî*+a«) + B (x+a) (x*+a«) + (Mx+N) (x+a)« . (i) 

4 
Pour a; = — a, on a A = -; 

pour x = a j/— 1 , il vient : 

d'où l'on tire : 

1 
2 Ma = 1 , N = ; ou bien M = ~- , N = . 

À CL 

Pour obtenir B, prenons la dérivée de (i) par rapport à ce, et 
nous aurons : 

2 X = 2 A X + B (x» + a«) + etc. (2) 

Faisons a? = — a dans celte dernière équation, il vient : 

Par suite, 

^ 1 r dx \ Ç àx _, \. Ç xdx 

^ "" 2 J (ce + a)« ~ 2^ J ce + a "I" 20 J â?* -}- a* ' 
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ou bien : 



y-'-^w+âj-é-a'h^^ 



\ _^_i_^(x + ay 



2(x + «) '4a x* + a* 

Remarque, — Nous n'avons écrit que deux termes du second 
membre de Téquation (2). La valeur de B n'en sera pas altérée : 
en effet, comme on peut s'en assurer à l'inspection de (i), tous 
les termes que nous avons supprimés dans (2) sont nuls pour 
a; = — a. Or, comme, en prenant la dérivée de (i), on sait que 
Ton devra y faire ensuite a: = — a, il est évident que l'on peut, 
en écrivant cette dérivée, se dispenser d'écrire tous les termes 
qui renfermeront le facteur (x -|- a), puisque ces termes se 
réduiront à zéro pour a? = — a, 

Ç dx Ç X dx 

2 2aî + 1 , x+2 , 2 , 2a;+l 

= ^ "'"'^"173- + 3(^H^+i) + 3i7d "'"^^ ITT 

8 , 2a;+l , xH-2 



31/3 ^"^ \/3 ^3(a;* + a: + l)' 

17 ^ _ r ^^ . 



Si Ton pose 



1 A Ma; + N . Pag + Q 



on obtient : 

en prenant la dérivée, et ayant égard à la remarque du n<> 15, il 

vient : 

= M Ox; — 1) + (Mx + N) + 2a; (Pa; + Q) (a; - 1) + etc. (2) 
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4 

L'équation (4) donne, pour ce = 1 , A = - ; et pour 

4 

X = i/— 1 , on a : 

1 = — M + N l/^ - M i/^ — N , 
d'où : 

1 = _M — N, 

0=N — M. 

1 1 

Par conséquent, M~ — -, N = — -. 

En faisant x = j/— 1 dans (2), on trouve les deux équations 
suivantes : 

1 1 

par conséquent P=--7, Q=3 — -. 

4 4 

On a alors 

_1 C ôx 1 r (a; + 1) r/a; 1 r (a; + 1) djc 
^"'4Ja; — 1 2J (x«+l)« 4J a?*-|-l 

= 7 / hr — 1 -f ...... — 7 arc tg a; — 



4 \ i ' 4(x« + l) 4 ^ 4(l+iz;*) 

— gM^' +1) ;^arctgac, 



ou bien 

_ 1 , (a; — 1)^ g; — 1 1 

4« - f x^' — ^x + i 
Posons : 



On en déduit : 
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a;' — 2;r + 1 = A (a; - 2) (a;« 4- *)* + B ic(x — 2) (x* + 1)« 

Comme nous avons une racine triple, nous devons prendre 
deux dérivées successives, et nous aurons, en appliquant avec 
précaution la remarque du »• 15 : 

3x«-2=A(a;+l)« + 4Aa;(a;-2)(a;«+l) + B(a;-2)(a;«+l)« 
+ Bx(x^ + \y+^Cx(X'-2){x* + \y+ etc. 
+ Ma;'(a;-2)+3(iMx+N)a;«(a'— 2)-(-(Mx+N)a;' ^^^^ 
+2j;*(Pj?-1-Q)(j:— 2) + etc. 

6x=4A(ic-2)(à;*+l)+2B(x«+l)«+2C(a;-l)(x«+l)H etc. (3) 

Remarquons ici que dans l'équation (2) nous avons écrit des 
termes renfermant le facteur x, lesquels sont nuls pour x =-0; 
mais, en prenant la dérivée suivante, ces termes en donnent 
d'autres qui ne contiennent plus le facteur x : il était donc néces- 
saire d'écrire ceux que nous avons conservés. D'un autre côté, 
nous avons des termes en a;*, x^ et en x* ; ces termes s'annulent 
pour x=0; mais pour x=^{/—\ , ils ne sont pas nuls, puisqu'ils 
ne renferment pas le facteur a?* + 1. En résumé, les termes que 
nous ne devions pas écrire dans (2) étaient ceux qui renfer- 
maient à la fois les facteurs x^ et (x* 4~ ^)* Dans (2) il ne faut 
écrire que les termes ne contenant pas le facteur a; à une puis- 
sance quelconque. Gela posé, en faisant a; == 0, nous aurons : 

1 

Dans réquation (i) B = — - ; 

3 

Dans l'équation (2) — 2 = A — 2B, d'où B = - ; 

41 

Dans l'équation (3) = — 8A + 2B — 4G , d'où G « — . 

o 

1 

L'équation (i) donne aussi, pour a; = 2 , D = rjr . 
Enfin, en faisant x = y/— 1 dans (i), on trouve : 
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M = — 1, N = -1. 

La même substitution x = [/ — 1 faite dans (8) nous donne : 



7 4 



Nous aurons donc : 



^ ""2Jx»~'"4Ja;« "^ 8 JT'^'IôJx— 2 J (x'+l)» 
5 J a;« 



'+1 
d'où : 



^ = 4^-^+8 ^^+45^^^-^) 2(c.» + l) ~2""'^'' 
— ~Ma;*-|-lj — -arclgic; ou bien : 



X— 1 13 



^ ^"^ J a:« — a; — 2 "*J a:» -a; — 2 "*" Ja;«~a; — 



2 a;— 1 
3 



= — M a;* — a? — 2 j + - arc tg 

Si Ton pose a; — 1 = z, d'où a; = z -[- 1> ^c* — z* -|- 2 z + 2 , 
il vient : 

r(z* + 4 z« + 44- 4 z' 4- 42» + 8 z) cfz 
2/ = I -i — ! ■ ■ — - — ■ ■ — , ou bien : 



y 



-/?+*/?+«/?+«/?+*/? 



-.30- 

^ _1 4 8 8 4^ 

^ z 2z* 3z» 4z* 5z» 

^ 1 2 8 2 i__ 

~ x-i (oD—i)* 3(x~i)* {x—iy 5(x— !)»• 

Après quelques réductions, on trouve : 

— 15 a:* — 30g» — 40 ai* + 20 g — 7 

^ 15 (g — 1)» 

J(x* 4- 1)* 

la méthode des racines égales, on a successivement : 
/(g) = g» + 2g* + 1, f(l) = 4 = A, 

/•(g) = 4g» + 4g, M=8 = B, 

1 

r(«) = 12x« + 4, Çi^ = 8 = G, 

r(*) = 24g, g^ = 4 = D, 

r(.)=24, _r^^=,=E. 



1.2.3.4.5 



Il vient alors : 



— A r ^ I Q r_^_ _i_o r «^ _i_ « r_^_ 
^ J (g - 1)« "^ J (g-i)»"*" j (g -1 )*"•"; (g - 1)» 

^j (g— 1)» ' 

d'où : 

4 2 8 2 1 



y == - 



5(g-i)» (g— 1)* 3(g— 1)' (g— 1)« g-1 ' 

comme ci- dessus. 
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Posons : 

X* A , Mx + N 
, I . = — TT + -i —m > ^^^^ aurons : 

a;' = A («* — « 4- l)4-(Ma; -J- N)(a! + 1) ; 

d'où : 

A+M=l, — A + M + N=0, A + N=0; 

par conséquent, 

1 12 

On a donc : 

1 r «te , 1 f 2a! — 1 

= i V (» + !)(«* -a; + l) = l y*» 4- 1 , 

ce qui était évident, puisque le numérateur est, au facteur 3 
près, la différentielle du dénominateur. On a donc : 

On a : 

11 1 



x*4-l (a;*+1)«— 2^« (aî'-fa;v/2+1)(a;*— irv/2+i) * 
Par conséquent, 
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Ma? -f N , Pa; + Q 

+ 71" 



x'+l aj* + icv/2 + l ' «« — x 1/2+1 ' 

et 

1 = (Mic+N)(x«-a;\/2+l) + (Pic+Q)(a;«+a;v/2+l) . (i) 

On trouve facilement : 

11 11 

M= - N=- P= - — 0=- 

2v/2'^ 2' ^ 2v/2'^ 2- 

On peut y arriver de la manière suivante : 

Faisons d'abord a?* = — 1 dans (i), il viendra : 

1 = — (Mx + N) x\/2 + (Paj + Q)a? v/2 , 

ou bien : 

1 = — Mx«v/2 -N5CV/2 + Pa;*v/2 + Q^l/2, 

et, comme on fait a;* = — 1 , ou bien x — [/— 1 , on a : 

1 = M v/2 — N 1/ 2 i/^^ — P V/2 + Q 1/2 [/^^ ; 
d'où: 

M-P = ^, Q-N = 0. (i) 

Pour a; = , la formule (i) donne : 

1=N + Q, (3) 

et pour ce = oo , elle donne, après avoir divisé les deux 
membres par x* , 

= M + P. (4) 

Les équations (s), (3) et (4) nous donnent les valeurs précé- 
cédentes de M, N, P et Q. On a ainsi : 



1,1 1,1 



^ J a» -j- a; v/2 + 1 ^"^ J »*-« v/2 + 1 



do; 



2 v/2; «* + a; v/2 H- 1 2\/2J x*—x\/i-^l 
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Or, 

= ^ i (»» + a; i/2 + 1 j + arc tg ^a; 1/2 + l\ ; 
de môme : 

r ^-^^ dx-^f 2^-^1/2 j, 1 r c^^ 

Ja;* — a:v/2 + l sJic*— rrV/^2 + 1 \/2Jx*-a'V/2+l 

= - i [ic* — ic V/2 + l) — arc tg (rr v/2 — l) . 

Par conséquent, 

1 ,x* 4-^1/2 + 1 ,1 . / .^ -\ 

^='4^ ^^--i:t/2+l +2^"^^^n^^^ + V 

1 ,a;« + a;|/2 + l , 1 , 2a;i/2 

~— - / ' '^ ! L arc tff 

4v/2 a;*-ccV/2 + 1^2v/2 ^2— 2x* 

1 , ic« + Jî 1/2 + 1 , 1 . ic 1/2 

- ^li ^.yo . A +5TT^arctg 



4v/2 a;« — a;\/2 + l ' 2 \/2 '^^ 1 - a; 

^ ^ Jic* + ce* — 2 J (a;* - !)(«* + 2) ' 
En posant : 

a;« A , B , Mic + N 



(a;«— l)(a;« + 2) x — i ' rr + 1 * ce» + 2 ' 

on a : 

X* = A (a:+l)(rr*+2) + B (a;-l)(a;«+2) + (Mrr+N)(a:«— 1) ; (i) 

pour X = 1 , on trouve A = - , 



1 
pour ir = — - 1 , B = - 



6' 
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En remplaçant dans (i) , il vient ; 

X* - i (a, + l)(x«+2)+i(x-l)(^*+2) 

^ ^,_\ '-^ ^^M« + N, 

6a;»-(x'' + a5* + 2a;+2)+(a5» — «* + 2» — 2) .. , ,, 

ëW^^rr^ *'^+N, 

OU enfin 

6 (x* — i) 3 

Par conséquent , 

d'où: 

1 - a; — 1 , 2 , a? 

==6^^+ï + 3V2"'"*«i72- 

fx* + 1 ^ 
25.2/= -T-r^ ^• 

On a : cc^ -f" * •= (^' 4" ^) (^ "~ ^* + 1) î or, 

Nous poserons donc : 

x'+l ___ Mx + N Pj; + Q Rd; + S 

cc'^+l "" i;* + 1 "*" X* + oî v/3 + 1 "*" .x« — a; 1/3 4- î ' 

on tire de là : 
En faisant x = yZ—i , d'où a?* = — - 1 , aj* = 1 , on a : 

y 2 

2 = 3 (M 1/ —1 + N) ; par conséquent , M = , N = - . 

à 
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Pour trouver P et Q , nous remplacerons x par l'une des 
racines de l'équation x^ -\- x [/3 -|- 1 = , par exemple nous 

ferons x = î— I — *^ . De cette même équation , on déduit 

X* + 1 — — rr j/3 , et ic* -}- 1 == ce* ; ces valeurs substituées 
dans (i) donnent d*abord : 

X* = (Px + Q) (_ 2 a? v/3) (- 00 i/3) , 
ou bien : 

a;«=(Paî + Q)6a;», 
c'est-à-dire 

en faisant maintenant x = — — ^— , il vient : 



Q + P [^ ^ ) == gi par conséquent , P = 0, Q = - . 

Enfin , pour obtenir R et S, nous remplacerons x par Tune 
des racines de l'équation x^ — x \/3 -{-1=0, par exemple , 

nous ferons x =■ ^ ; nous aurons aussi : 

a?* -|- 1 = a; 1/3 , a;* + 1 = a;* , 
ce qui nous donne : 

x« = (R a; + S) (2 x v/3) (xv/3) = 6:i;« (R j; + S) , 
ou bien : 



En remplaçant x par sa valeur, x =^- ^r , il vient : 



S + R[- — ^ j = - , par conséquent R = , S = -. 
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On a alors : 



'-' ~ 3 J i*+l 6 J X» 4- x 1/3 + 1 "^ êj «* — a; 1/3 4- 1 ' 



ou bien : 



y = ^arctga; + garctg/2a; + v/3J-|--arctg[2«— v/3j 



= 3arctga; + 3arctg ^_^^^,_3^ 

2 , ,4 , X 
= 3 arc tg X + g arc tg ;j-— ^ . 

Or, 

2x 



2 arc tg j; = arc tg 



1 - «* ' 

par suite, 

2a; , a; 

1 , 2« , 1 ^ a; 1 , 1— a;* "*" 4— x* 
y = -3arctg^-^+3arctg^--^=^arctg ^li" 



1 — 



(!-»*)* 



4 . 3a;(l — a;») 
= - arc '" 



3 *a^ — 4a;* + l' 

Nous poserons : 

a;(2ag^~g; + S) _ Ma? + N Pg;+Q , 

d'où: 

a; (2 a;* — a: + S) = M ic + N + (P X 4- Q) (a;* -f 1) . 

Pour X = 1,/— 1 , on a : 

|/^ (3 - i/^) = M i/Hî-f-N = 3 |/^+ i ; 
donc, 

M=3, N=:l. 
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En Remplaçant M et N par ces valeurs, et divisant par 
(ic* -f- 1)* , on a : 

^x^ — x^+bx — SX'—i _ P X +Q 
par conséquent, 

*^ * + ^ ^M=l ÏM^l ' 

on a donc : 

p = 2, Q= — 1, et il vient : 

^ ~ J (x*-\- 1)» • J X* + 1 

3j*2a!;(ir ^ Ç dx Ç2x dx Ç dx 

~ âJ (x* + 1)* "^ J (ai* + l)* "''J a;* + 1 ~J x* + 4 

= - 2-^«V) "■ 2W) +^'''*^''+^ t"^' "^ *' ^ ^'''^'^ 



X— 3 



TT — r arc tg X 4- « (a;* 4- l) . 



27 



2(x»+1) 2 

/x' dx Ç X* dx 

(x* + 1)' °° J (x« + X 1/2 + 1)* (X* - X v/2 -h 1)» ' 

On posera donc : 

X* _ M X -f- N , M' X + N' 

+ 



(x*4-1)* (x* + X \/2 4- 1)« ' x*+x 1/2+1 

Px + Q , P'x+Q' 

4- 



(x* — X v/2 + 1)* .x2 — X 1/2 + 1 * 
On en tire : 

Comme nous avons des racines doubles, nous prendrons la 
dérivée première de (i) , en ayant égard à la remarque du n" 
15, et nous aurons : 
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+ (P'ic f-Q')(x*+a:i/2 4 l)*(25c- 1/2)4- etc. 

En substituant dans (i) Tune des racines de l'équation 

X* 4~ X ^/2 -j- 1 = , par exemple x = -^—^ , il ne 

restera que : 

a;«= (Mj: + N)(aî« — xv/2 4- 1)*, 
et comme a:* 4- 1 = — ^ l/*-2 , nous aurons : 

a;« = 8a;«(Ma:4-N), 

1 

ou bien : M ac 4- N = - , et en remplaçant x par sa valeur : 

o 



/— i+L/'—l^ 1 1 

m(— ^1 ) + N = -g; d'oùM = 0, N = ^. 

De même, en remplaçant x par Tune des racines de l'équation 

1 4- 1/— -~î 
X* — a* 1/2 4-1 = 0, par exemple en faisant x = y^ , 

et observant qu'alors x^ -^ i = x 1/2 , on a : 

x^ = 8x*[px -y q) , ou bien P a; 4- Q = ^ ; 

/l -I- 1/— 1\ 1 i 

d'où: P( ^^^ ' ]4-Q=3;parsuite,P = 0, Q = -. 

L'équation (2) donnera M' , N' , F et Q' . 



Pour avoir M' et N' , nous ferons x = ^^f-^ , et, par 



-i+jZ-i 

1/2 
conséquent , a;* -f 1 = — x V/2 , ce qui nous donne d'abord : 

2x = 2(Ma;4-N)(— 2a:v/2)(2x - \/2) 4- M (8 a;') 
4- (M' X 4- N') (8 x«) (2 X 4- \/2). 

1 

Or, M = 0, N =5 , et par conséquent : 

Q 
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2 a; = — « (as V/2 — I) + (M' a; + N') S 05» (« \/2 4- 1) 1/2 , 
ou bien , en divisant par x, et réduisant : 

1 + a; 1/2 = 8 a; v/2 (x \/2 4 i) (M' « + N') , 
ou bien : 

l=8a;\/2(M'a; + N'). 
Remplaçant enfin x par sa valeur, on a : 



l/'2 = 8 d/^^ — 1) (N' t/2 + M' i/^ — M') . 
On tire de là : 

NV2 — 2M' = 0, — N' = J; 

O 



d'où: 

N' = — 5 , M' = — 



8 ' 8 v/2 * 

La môme équation (s) nous donnera, pour x 

et, en observant que x*-\-i = a; t/2 , 

1 1 

Q' 3 , P = 



1/2 



8 ' 8 1/2 ■ 

On a donc : 



^ sJ (a;*i-a!V/2 + l)«~^8J {x* - 3^^2+1)* f J a;*+a;v/2+l 

"•"sJa;*— aV'S+l ' 
Or, 

• (i72 + *)'^"' __ 1 r a:4-\/2 
a;« -fa; 1/2 + 1 v/2 Jx«4-a;\/2-f 1 



da; = 
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1 c ix-\-[/i 1 r dx 

~ 2\/iJx*-\-x\/i-\-A ^2Jx*-\-xi/2 + i 
= 2^'(^* + "'^^"^ l) + ^arctg(xj/2 4-l); 

Jœ* — xv/2+1 \/2 J as» — a; 1/2 4- 4 

_ J_ r 2a;-t/2 4 f <^« 

~'^l/iJx*—xy"2 + l 2Jx* — xy2-{-i 

r dx Ç dx = f — 






de même, 

C dx _ 1 a;v/2— 1 .yg ---,.„ /x|/2-^^ 

J (a;*-an/2+l)* 1/2 x*-a:v/2+l "^"^ ** ^ ""^ / 

On a donc : 

1 xv/2 + 4 , v/2 , / ..« , A 

+ ^^ 0=1/2-1 ,l^,rctg(a; t/2 - 4\ 
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+ Ï6T7^2^(*'-^^'2 + 0-8P2^^«*«(^»^2-l); 



ou bien : 



^ 8t/2[a;* + a;v/2 + 4'^a;*— «1/24-1 J 

■ y/a a;v/2 1 x« — a;t/2-f-l 

+ 8 ^""^ ^ 1 — a,' "*" 16 \/2 X» -f a v/2 + 1 

1 . a;i/2 

arc te — - — r 

8 t/2 ^ 1 — »* 

' _ 1 a» . \/2 a;v/2 1 a:« — a;t/24-l 

~4»*-}-l'^ 8 *''° ^1 — a;»''"l6v/2 a;« + xv/2 + l 

arc tg "^ 



8 t/2 * 1 — «» ■ 

a^ 1 a;v/2 1 a;*— asy/S+l 

4(!C*+1) "^ 8v/2 *'"° ^ l-œ* "^ 161/2 a;«+xv/2-fl' 



Applications. 



ffac 4- 1) drK a? — 1 ,1 

^•^ = J-(rn^=2âT^)+2^'°*8*- . 

/'(x*4-l)da; ,x» — 1 
*' J x(x*— i) X 



A _ r «^a' ^ , »/■« (g + 2) 

^^"~ Ja;(a; + l)(x + 2) « + 1 * 

„ _ r X(tx 3_ , / x + 3 v» 

^ ^ "" J (a: + 2) (x + 3)» ~ a; + 3 "^ W -f 2/ " 

(5 X* — 7 x)/ix (J — 2 )' _ 1 

^^~x* — 3a;' + a!* + 3x — 2 ~ x*— 1 x— 1' 
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_ Td» 1,14-», 1 

^- 2/ - j (x'^^x+iy " 3V/3 ^^^ ^^ v.^3 + 3(xH^+4) * 

n r ^^ l,l,a?-l,l 

9- y = -TTi — T\ -^ - + 7 ^ — r-7 + ^ arc tg j; . 

/a: da; 1_ (a -j- x)* 
a* + x' 6 a a* — ax -|- a;* 

1 2 ac — a 



10.2/ 



1 2 ac — a 

173 "^ *« "Tpr • 



»_ r ^^ _- ^ / (^ + ^)* 1 2x — g 

r ^ ne dx . /rK* -4- i 



12 «= r__ii^^i____ i\/ïi±i 

^ J(a;* + !)(«* + 3) Va;* 



'■ ^ " J (»* + !)( as* + 3^ "" V ^np 
I. y = I -r (te " j; -î- f ^^ . 

JX* — X X 



U.y 



/dx _ x-\- i ,1 

x'-^x'-\-2x* + 2x*-\-x + i ~ 4(a*4-l)'^ï*''° ^'^ 

* l/a;»4-l- 

/</» « 3*4-1,3 

^"■^ Jl+a; + x«H-a;' '2 ^y^fp g-i^-i»*. 

17, y =r= ; i — ! — i = j arctga; \/ 

J\i^e + i\-\-e) x*\* (1 — c»)3 V 1 — c 

e X 



+ 1 _ cM _ e -f (i + c) X» ■ 



I 
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VI. — Intégration des fonctions Irrationnelles. 



1 . y = J -j^ y dx . En posant « = z* , d où 

dx = 6 z* d z , il vient : 

V==J i_^, 6z»dz:=6j ^_^, ^r*dz 

e/z'dz + e/il^ 

= -6/z.dz-6/!;^îdz-6/^ 

==.-6|!_6/(z. + z. + l)dz-6/^. 
Or, on trouve facilement : 

L-éT-M'-')-s'(-+'+') 

1 2z + l 

Par conséquent , 

2z» 6z' 3s:* , - -,/ •, \ 

+ iYz« + z + 1^ - 2v/3arctgi^-ii 
= — |»V/« — ^ a; l^a; - I i^^x» + 60/ a; — 2 i/v^«-l) 

+ /.(i^^a; + v^x + l) - 2 1/3 arc tg ( ^ '^^3^ ^ ) • 

rx — |/l4-a; 

2. u = I ■ . d» . En posant i -\-x = z* , 



d'où dx =^ àz^ dz ^ il vient : 

' J c[/x\^'x-{- ex 

da; = 6 z* d z , on a : 

fa z* — 6 z' Ca z* — b z* 

y= \ \"\ Qz'dz = 6\ "'\ dz 

J c z^ •\- ez^ J c-f- ez 

J cA- e Z J c A- ez J i 



dx . En posant ^x = z , ou a; = z*. 



-\- e z J c -^ ez J c -{- e z ' 

u ^^ c 

Si nous posons c -\'ez = u ^ d'où z =» , il viendra : 

e 

6 a u* 8 a c u' 18 a c' u* 24 a c' u 6 a c* 

26 , , 96c , 18 6c« ,66c' 

et il restera à remplacer u par sa valeur : 

u = c -\- ez= c -{- e ^x . 

/dx 
; posons a + 6j; = z*, d'où hdx=2zdz. 
x j/^a + bx 

Nous aurons : 

_ iÇ 2zdz _Ç 2 dz ^C fi^ _ l z — [/a 



45 — 



par suite, 



2/= ^ y t/^ + ^^ — l/q 

t' ( dx 

^- 2/ = J -— — , . . En posant 1 + à? = z« , il vient 

-^ {^-\-x)\/\ + j; 

r 2zdz 

^ '^ j n -L ;^») ig = 2 arc tg z ; par conséquent : 
2/ = 2 arc tg [/i-j-x : 

6. 2/ = I . En posant i» — 1 = z* , on a : 

•^ ic' [/x — 1 

par conséquent, 

Or, en posant arc tg i/x — 1 = a , on a : 

|/aî— 1 = tg a , d'où 0? •= 1 + tg« a = ^ , 

cos* a 

ou bien : a = arc cos — . 

[/x 

Donc, 



3 1 , 3a;+2i/x-- l 

2/ = T arc cos — - -f ^ y -^ 



4 V/a? ' 4 



x 



^- 2/ == I .. . En posant 1 — a? = 2^\ on a : 

y = - 2j (l-3^«+3^*~^«) d^=^j(^'^ 3^H3^'~l) t^^ 
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y = t^ ^4- — a? ; et, après quelques réductions. 



==^ . En posant a + 6a;=jf' , on trouve : 

x[/{a-{-hxy 

^ Ç de 
Or, 

i _ ll±ilzi£* = 1 L . 

d'où: 

^ "^ âJe'^ ^ a aJ z^'^ a\/a z + [/a'^ az 



1 , |/a + 6 Oî — {/a 

= _ . y ^ . — : + 



2 



«l/« Y/a'\-hX'\-\/a a\/a-\'bx. 

C dx „ 

9. ty = I =: . En posant x = cos <p , 

d'où dx = — sin <p et <p , on a : 

_ f sincpdy _^r ^y =,tg%, 

2/- J(l + coscp)sincp -'^cos^lç ^2^ 

Or, de cos cp = a: , on tire : 

1 1 

cos* - y — sin* 5 <p = a? , et comme on a : 

1 1 

cos* ô T + ^^"^ ô ? "= * ' 

il vient : 
.1 \—x 
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Donc, 



y—Vr^.+<'- 



+ x 
10. On peut encore trouver cette intégrale en posant : 



^/l — ic' = ic ^r -{- 1 , 
ce qui donne : 

1 — X* = iC* if* + 2 ^ ^ + 'l f 

— dx = ^'^ dx-]-^xedig-\-id^ , 

— dj; (1 + ;8r«) = 2 (a?;8r4- 1) d^ , 
dx 2 dg 



et enfin 



xz-^ \ 1 + 2r* ' 



On a donc, puisque ce = — 7— ^ — i , et 1 + ac = i-— — ^ , 

^ 1 + i8^* 1 + ^* 

= gf ^^ ^ 2 ^ 2 _ 2 

2^ j(i«.^)«- i.-^-^^i~^/îz:^,_>i 



2 a? 2 a; 



p/1 -0?* — 1 — ce i/i + ce [i/l — ce — j/l -|- xj 

_ 2a;(i/l — a? + i/t + ag) _ \/\ — x -{-\^^\ + ce 
j/l + j? (1 — ce — 1 — a?) — |/''4 -f .r 



\/m-* + --»=-\/! 



+ 

Cette dernière valeur de t/ ne diffère de la précédente que 
par la constante. 

Remarque. — On serait encore arrivé au même résultat en 
posant : 

1 — flî = (1 -j- a?) tg* y , 
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d'où : 

1 — tg* 9 

X = - — . , , ' - =cos29, (te = — SsinSçdç. 

1 -f tg» y ^ 

Par conséquent, 

y = or sin2yd<p T sin2cpdy 

^ j(l +ic)*tgcp J(l + cos2y)«tgy' 

Or, 1 -|- cos 2 y = 2 cos* y ; donc : 

__ r sin 2 y d y Tsin f cos cp d y f ^ ? 

J 4 cos* ç tg ç J sin y cos' f J cos* y 

Les trois méthodes que nous venons de développer sont très 
souvent appliquées. 

11. y = I ■===., 

Comme la quantité sous le radical est 1 -|- o;^ , il y a avantage 
à poser : 

d (û 1 

x s= tff cp , d'où dx = — T— • 1 4- X* = — I — • 
^ ^ ' cos* y • ~ cos* cp ' 

par suite : 

i/ = J — ~ cos' y = j cos y d <p = sin y , 

X 

Or, de ig(f = X , on tire sin cp = — . ; donc : 

j/l +x* 

X 



On peut encore intégrer l'expression précédente en posant : 

|/'l -|- X* = £r — ^ , ce qui donne successivement : 
1 + a;« = ^* -}- aï* — 2 £r 0? , 
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1 = ^* — 2 <8' 05 , 

d'où: 

dx dz 

z — x~~ z 

On a aussi x = — ; par conséquent 1 -f a?' = ^ ^ 

iz 4 ^2 

On a alors : 






^ cf^ 



2 



? x-i/'i+x' 



21/1+x' îoj+i/Ha;^! -i/r^:^ 



^ l + G = ^ 



l/l + x« |yi + X' 



-\- const . 



13. y = I — i=z=- . En posant comme tantôt 



|/l -4- ce* = ^ — (T , il vient : 



dx d z 



z — x z 



donc, y = j~=.U = l^x-\-i/i +x^) . 

Remarque. — En posant jXl -}- a;* « xz-^-i , d'où 
a;î = a;«^«_|-2x^, ona:— ^ = -1^; 

' ' ÎC^ + I 1— ^«' 

; (ag + t/r+"^ ^ l)' ^ 2(rr4-l/^ï+^*)["|/H¥^-l] 
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= l(x-{- y/l -\- »*) , 
Celte intégrale se rencontre très souvent en analyse. 

dx 






Posons : 

- — a; = -2^. d'où dx ^ — ?:d^ y nous aurons : 

y = I ==: = arc cos ^ = arc cos - 






a 



^ . Posons x — 1 = (a? + *) tg* ? > 

(x ' '^ 



1 — tg* <p COS 2 cp 






2 sin 
"" cos* 2 (p ' - » - çQg 2 (p 

Par suite , 

_ f • 2sin2ydy r_dcp_ _ . /i;^ 

^ J /'2cos*(p\» Jcos»9 "" V x + 1 

Remarque, — On arrive au même résultat en posant : 



l/a;* — 1 = iT -— X . 

Ç X dx C Xdx 

En posant a — x = a z , on trouve : . . 

z dz 



.'(1 - Z)dz ( dz , Ç 

J ./l _^2 ^p/1 _^« Jx 



y/\ __ ^2 ^ ^1 _ ^« -^ j/i -^ z' 
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a-- X 



= a arc cos 1/!2 ax — x^ . 

a 



17. X = f v^dy_ 

J |/(y,' - 2 sf y)* - u.* 
on a : 



:zr . En posant v^* — ^ g y = z , 



= -i^/:ra=-r/('+^^^') 



».» 



C dx 
18. 2/ = I == . En divisant les deux termes par x* , 

•'^l/ir* — 1 
il vient: 

dx 

y «5? I — = arc cos — . 






19. 2/ == I — - . Posons |/1 — a? — a;* = a? ^ + 1 , 

•^ ^/l — a? — X* 

nous aurons : 

\ ' X'—X^ = X'^Z^-\'^X z -{■ \ , 

— 1 — a; = x-^* + 2^, 

d'où -- ç/a; (l -}- ^«) = 2 (a; ^ + 1) d^ , 

ou bien : 

dx ^dz 



xz-^\ 1 -f ^* ' 

or, 

_ 2_£+l 

Par conséquent : 
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dz 



Mz^i)dz C lzdz Ç 

" J (1 +«•«)* J{i-{-z*)*^ Jn + zY 



2x 



f 



x*4- )|/1 ^ x^x^ — il^ 



, X \i/\ ^ X - x^ —\\ , , i/l— a; — a?*— 1 

H 1 , r + arc tg . 

x^ + i|/l_x- j;«-lj« «^ 

Les deux premiers termes nous donnent : 

X \i/\ — a; — a:« — (2 a: + 4)t b j/l — ic — x« — (a: — 2)j 
[2 |/l — ce — ce* + (a?— 2)i |2 y/\ -x-cc» — (o: — 2)t 



— o ic — 5 a: |/l — x — x* 
— 5ic« 



Donc, 



\/\ — X — a;* — 1 



2/ « — p/1 — X — a;* -|- arc tg '-^ 1- G . 

Remarque. — La valeur complète de y serait, d'après ce qui 
précède : 

y/i — x^x^ — 1 



2/ == — 1 — 1/1 — a? — aî* + arc tg h C; 

mais nous faisons entrer — 1 dans la constante C . 

/dx „ 
. En posant a? = tg cp , 
(1 — a;*) i/l + x^ 

d'où da; = — r- > nous aurons : 
cos* <j) 

Jd <p Ç cos <p d ^ 

cos* 9 1 — tg* 9 1 

^ \ ^ I cos <j) 



2 sin* y 
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Posant ensuite i/2 sin tp = ^ , il vient : 

„ = _L f— ^ ^ —i_ 7 i+jg. ^* , ^ + l/g si" y 

V/S^l-a'* 2^/2 1-2- 2v/2 1-1/2 sinç 



1+ "'1^2 



_ 1 ^ |/1 + g« 1_ , t/1 + a;^ + X t/2 

21/2 ^ ^^ 21/2 p^^i:^_,,,/2' 

p/1 + X» 



(1 — X*) y/i + x* 
_|_ r x^da; ^ 1 j |/t + a:* 4- X t/2 

'^(l-a:«)i/r+^ 2^/2 i/r+^^a;i/2 

1 ^ (t/1 + g' - x) (i/l + x* + a; 1/2) . 
.2 0/1 + a;* + x) (yVTH? — X v/2) 

aji. 2/ = I— . Gomme la quantité sous le 

•'{14- a;*) i/\ -X* 

radical est 1 — x* , nous poserons x = sin <}> , ce qui nous 
débarrasse de ce radical. On a alors : 

J (1 -f sin* y) cos çp Jl+sin*^ Jcos*(p-f 2sin»(î) 
d cp 

/cos* 9 1 / \ 

rpii^ = i72 *'••' 'n*^^ *« ^) 

= 4- arc tg (-^i^' 
1/2 VlZT^, 

— - — - — . En posant x = sin œ , il vient : 

(1 -f X») {/l — »« ^ 

* = ? - r72 ^•■« tg (l/2 tg çp) 



2 



sin*<p 
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1 / a;v/2 \ 

= arc sm a; — arc tg | — \ 

Remarque, — On aurait pu écrire immédiatement : 
_ Ç (1+a;^ ~ \)dx ^ f dx _ f dx 



y 

etc. 



C[/\ — a;* C dx 

— = V/2 arctg — z:^z=: 

•^ (1 -f ««) i/i — X* Vi — ^- 

— arc sin x . 
25. On peut aussi intégrer cette expression en posant : 
a; == sin <p , ce qui donne : 

' ,=.2f-^4.ï==l.^2arctg(-^^ 

— arc sin a? . 

/dx „ 
■ . En posant a? == sin <p , il vient : 
a;' \/\ — X* 

/cos 9 d «p C d (p ^ \/\ — x^ 
* — - — = I — *- = — cotg cp == — 
sin' y cos (f J sin' y ^ , x 

' (1 — cc«) i/i - x* -^ (1 - a;') ^/l —a;' 

= r — ^- -f i+^' .... 

. -^ (1 — a;') i/l — a;* -^ |/1 — x' 

En posant a; = sin (p , on a : 

Ç d(f Ç(\ + sin' f) cos (f d<f 
J cos' (f J cos y 

= tg(p — I 1 -j- sin' yjdyastgy — y — I sin* y d y 



— 55 — 



r «• 



sin f cos f _,f 
1 ^2 



X 



[/i —X' 



3 arc sin X j^x \/\ — «* 

2 ' 2 



«(3— ««) 3 

' — - arc sin x . 



28 



2l/l— a;* 2 

/^ X dx 



l/2 /c ii;2 — (c« + |J^') a;* — |JL 



. . En posant x* a= jt , 



il vient : 



^ = ^/;7z 



— éiaf 



t/— . |x + 2 fr ^r — <c' -}- fx') a:' 






^/c« ■}- jx' de 



\/— > (c« 4- fx') + 2 & (c» + fx') ^ — (c* + |x')* i 

_\ r — t/c* + tx'dg . 

2 •' Vif _ ,ji (c» + ^•) _ [(c* + (xV - fc]* 



-îf 

2J l//c» _ „ u% 



— l/c* + (x' rf^f 



2 l/c« + fx' 
1 



P' là ^* 

i* (c* + K) y /^ _ i(c« + {X') g - fcl 
•V ' " "fc* _ |ji (c« -|- (x') 

(c* 4- ix') if — & 
arc cos — ^=zz===^ 
^/,. _ p (c« -f ^') 



2 ^/c» + (x- 

dar 



(c» + (x-) X* — A; 

arc cos -^=i====::;z=. 
. ,/&. - (x (c« + K) 



/'dar 
— '■ — . Posons 35 + i = (x — i) tg* » , 
(a;* - 1) i/o;* - i 



d'où: 

_ tg' y + 1 . 
■~tg»(p-l' • 



cos* (p(tg* y — 1)* 
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8tg»<p 



_ r 4tgyd9(tg«9 -1)» ^ _ 1 /• (tg* y — 1) d <p 
J cos» (p (tg* (p — i)* 8 tg» (p îJ sin'ç 

1 f dœ , 1 f dç 1 1 

^±1+1 
_ l tg*(p+l _ l a;— 1 ^ * aj 



Vœ — 1 

„ farc tg X rfaj „ 

30. y = 1 . Posons arc tg a? = « , d'où : 



dx 



14-»* 



df , X <= ^; » ; on aura : 



y = I - =« I * cos * d» 



l/4 + tg»£r 
= ^ sin z — I sin ^r d^ ^ £r sin « -(- ces ^ 



o^arctga; , 4 






•^ \a — bxj J a* — 6* ic* 

^ \a — b x/ J a^ ^ b^ x^ 



Pour trouver l'intégrale 



A = }!- — — — ^ posons X = sin cp , et nous aurons : 
J a* — b^ x^ 



^ 
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( cos* <fd(f __ 1 fb* (1 — sin* f) d<f 

J a* — b^ sin* <p ~ 6 V a* — 6* sin* y 

/5« — b» sin* ? + «' — «*, 
a* — 6* sin* <p ^ 

— j. _ g^— b^ Ç dj 

"" F* ^ 6« J a* cos« <p + (a« — 6*) sin* <p 

d (f 
1 a* — b* r cos* cp 

ti = — i/l — a;* M — i—— + — - arc sin a? 

r , , ,., , . — arc tg ^ . 

^ C Ix dx 

En posant 6a;« = atg«y, d'oùx = ^^ 

, /a d<f 

dx =\ / - — f- , on a ; 
V & cos* <f 



f 



1 p(\/^tgy)dy 



COS <p 
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= 7^bS''^'f'^'f'{\/hf) 



a\/b 



sin <p l 



W h ^) - 



sin 



? 



v/f 



d (f 



cos 



8 



? 



^f 



tg? 






i V xy/b 



"■ \/^ Ly/a -t- 6 a; 
1/6 



r«x + Mgg-arctga:y/^)J 



-^tm^-"«(i+-'-\/.-)] 



a\/b 



X[/b 



i 4- 



l/a -{-bx* 



l x^ l 



VI 



+V«- 



a; l X 



(i 



a j/a + 6 «» « V^'' 



+ x 



s/l 



33 



-J; 



\ 



\~x 



VVi 



dx 



[/\ -\- x^ — y/i — X* 
Posons 1 -}- a' = (1 — a;*) ;S^' ; nous aurons -. 



x^ = 






X 



-V 






l — a* = 



^^ + l' 



dx = 



2^C?;8' 



('2'' + 1) k'-s'* ~ i 
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'iz dz 



^ ) '1/2 






= v/i J- 



g de 



(z* + 1) y/z* — i(z — i) 
En posant -\- i = (;8^ — 1) tg* (p , on a : ^ == ^^ * ' 



tg« <p 

4tg _^ 

cos« <p (tg* (p — 1)* ' " ' *, (tg« (p — l)î 

2 






d'où : 

tg* <p + 1\ 4 tg cp d(p 



■ /tg* y + 1 \ 
ha* 9 — i' 



„ . ^ o ^tg' ^ — i' cos« y (tg« y - 1)» 

^ ^ J 2(tg«cp + l) 4 

•' (tg'œ- l)Mg«(ï)-l *^^ 

_ _ J_ [ • (tg*y -l)d(p 
1/2 J (tg* y + 4) cos* <j) 



= _ J-fAt- 4.1/2 r_£2!!l_ 

En posant tg (p==: «.,. il vient : 
r d cp Ç d 

. J cos« y (tg» y 4- 1) °"J r+v* 

_1_ 1)* + .; t/2 + 1 , _1_ arc tcf " ^^^ ^ 
4 v/2 t)* - V \/2 -{- 1 ^ 2 v/2 ^\1 — t)V 

__!_ tg' cp + tg y v/2 + i ■ i „,.t-f ^gy^^ l 
4 1/2 tg»y-tgy\/2 + l "* 2 v/2 ^Ij-tgV 

Par suite, 
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V/2 »'*'^4 tg»ç-tg<pi/2 + l 

i.A+r. ., ?^+^V^+' 

1/2 V z — i^V TITa /r-r-i 



1 



1/2 



V ir — 1 



e — i 

~\/2V^-l-^4 2^-v/2K^F=rï 

— 2 ^'■'^ *M-t7r-) 



Mais, on trouve facilement que : 

i/i + a5« + i/n^« 



a;\/2 



V 1 — a;* "T" 



2iK 



^ 2g + V/2|/g'-i ^ ^ V 1 — g* [/T^^^ 

2^-i/2l/?« — 1 g./ l+a:* 2 a; 

V 1 - a>« yT^T^* 

i/l + X* + a; ^ (|/1 + a:* + a;)« 



= 2 i (i/l + «* + a;) ; 
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^^^^8 —T7^ — = arc tg = arc sin x . 

On a donc : 



l/l 4- a:« + i/l — x^ \ i ^ V 



1 

= arc sin a; . 



Applications. 

= I i^-x» - 3 i^x +3 i (t^-x + l) + x - I xi>'x . 

2. y = C '^^ ^ _L i t/g + fr a:« — y/g 

•'a; (a + 6 x«)f 2al (/a + 6 »* + i/a 

1 1 

+ + 



o* l/a-\-bx* 3 a |/(a -f- 6 x»)' ' 

r x*dx \—8a* -4abx-\-b*x*\ 
3. y = I — ■ — =: 2 î ' 

•' l/(a 4- b x*y 36'|/a + 6x« 

s. y = / 
6.y = /. 



^^ 2 \/a; 



arj/œ + a \/(^y/x + a-\-\/a' 

àx <^x — i 

= arc sin 



'• 2/ = ! , = ^rc sin\/ -^ 

^ j/(x« - a«) (6« — a;8) v 6« — a« 



2 • 
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C dx 4 . [i. /x* — a* 
8.2/= = — ' = — r arc sin - \/ r-r r . 






1 , 2 ba; — a 
arc sm 



V/6 



a 



•'l/*» — 1 ^ 



' 11. y 



12. y 






y/, 

dx _ , — 1 + t/1 + J* 
a; j/l 4- ^^ ^ 



daj 



(a; 4- a) i/i + aï* 



2 



« 



13. î/ 



[/i + x'- x + l/i'\-x'-]-a- [/i-\-a 
dx 



i 



h^i — 



(a;« — p*) l/l + a;^ 



1 ^ {x+\/r+x^y^(p-\-i/i + p'y 



^U,y = 



Ç X dx _^ 
•^ l/a* — a;* 



1 X* 

- arc sin -r . . 
2 a* 



15. X 



-/, 



X dx 



16. y 



17. y 



=/ 



(1 + a;*) y/i — x* 
dx 



2V i.-\-x* 



-iirz 



(1 + X) \/l+X — X* 

X* dx 



arctg 



3a; 4-1 



2 [/i -\-x — X* 



(1 — X*) i/\ + ** 



_ 1 (K^l + «* — g;) (|/l + j;' -f a; \/2) 
~ 2 (|/i -}- ic» 4- x) (|/1 + x* - 05 v/2) 
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<«• » - IWBi- ' {' + y-^^) + 



arc sec - 
a 



'y-i. 



19, • » ^ ^^ 



1 ^ U.X — k 
arc cos — ^ 



^ \/\f- i/k^ - |J^ (c* + II') 
^ CIA e* * dx 2 , ^ 



2. y = f '^•^ _L i / 2(l-x-t/2^/rfi^ , 

•' (1 + «) j/l + »« 1/2^ -(!+») ^ 



22 



23. ' '^^ 






(1 + x) |/1 — a? — oî* 



_ , a: + 3 -> 2 |/1 — a; — jc* 



= Z 



1 + X 

= arc cos 



^4- 2/ = I , = arc cos — — - . 

•^ |/1 + 2 A' — x« 1/2 



2o. 2/= ^ d:c = -- arc sin X + 2 + X j!:-^ ^. 

VII. — Intégration des fonctions trigonométriques. 

Idx 



dx 12 1 

= / tg- a: . 



Jsinx^J^ .1 1 ~I ï '"^2 

2sin -xcos -X J tg- X 
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- Ç dx { Ox 1^ /■" ^^ 

sm l- — a:) 



= l 



'«(4-2) 



f cte f cos aï dic 

3. 2/ = I — -^ = I — : = i sm X • 

j tg a; J sin x 



J cotg a; J < 



sin a; dx 



= — Z cos X . 



cos a; 



i.y = /i- 



da; 



+ cosa? 



=/ 



dx 



2 cos* - X 

M 



--^r 



6 



• y = Jï 



da: 



+ €COS 



-A 



dx 



(1 + €)cos« - a;+ (1 - «?) sin» -a; 



= 2 



- cte 
2 

COS* -a' 

2 



(1 +«) + (! -«)tg*ô* 



En posant tg 5 a; = ^ , on a facilement : 



y 



-lô 



rf* 



+ c) + (l-e)«r» 
2 



^arctg[\/l-j:itgi«]. 



dx 



/dx __ r COS* X 

a* sin* a; + 6* cos* x "" J 6* + a* tg* x ' 



+ a* tg^ 
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En posant aigx = bis y ii vient : 

b Ç dz 1 ^ fa tg a;\ 



8 



.» = / 



dx 



(l-j- ^ cos a;) 



a;)* Jl 



dx 



(\ -\- ejcos* a:-f fl — ejsin*-a; 



1 2 d;? 

En posant tg - a? = ;8^ , on a : cfa? == 7—; — -. , 



cos' ^ a? = -r— i . , 

2 \ -\-z^ 



1 



iS"* 



sin* - ce = 

2 i+i^«' 



coso: = 



1 + e cos X ^ 
Par conséquent , 

y-2/- 



1 — g« 

1 + i^*' 

1 +e4-(l — e)^« 



1+^^ 



+ -^*) dz 



Nous aurons donc : 



2 • 



r 



c |/1 — «» tg - a; 



^ = 7rr:d "'■°*«(v/rT^*4^)- i 



(1 - e«) 



(l+e)+(t-e)tg«-a; 



(1 - «)i 



l" 



+ e cosaj 



9. y= f-^ 

J a sin a: 



dx 



+ 6 cos x ' 



Posons tg-x = t; d'où : 



cos X = 



1 — t^ 

1 + t«' 



sinx = 



2f 
1 -}-t 



s « 
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2 d t 



y 



dx = - . , et nous aurons : 



J2at-i-b(i — t*) 



— f»1 



Mais on a : 



6 + 2 « t — 6 t« 



— 1 



/^_ g -f- 1^»* -f fc* \ L a - l/«* + fe* \ 



— 1 



2 l/a* + 6* 



1 



a + |/a« + b* a—\/a*+b* 



Par conséquent : 



dt 



y 



\/a^ ■\-\>^ ^ a + l/a« + t« 



t — 



+ ^ 1 ^i.= 



« 



6 tg^j; — (a— i/a« + 6«] 
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14 . y = l — — -— . Posons tg - a; =» < , il vient : 

" J a + bcosx ®2 ' 

_ Ç 2 dt r 2'dt 

^ ~ h. , ..r . . i—tn~ja 



(1 +l*)+b(i — t*) 



_ f dt 2 / . /a 



— 6' 



-f 6 + (a — 6) t« j/„» _ (,ï \ V a + 6j 



42. y = j cos'* X dx = cos* a; sin a? -|- 4 1 cos' a: sin* x dx 
= cos* a? sin a? + 4 1 cos' x(i ^ cos* a;) c?a; 

= cos* a? sin a: + 4 j cos' x dx — 4 1 cos^ x dx . 
D'où : 

5 1 cos^ xdx = cos* oc sin ce -f 4 1 cos' x dx , 
Or, 

j cos' X dx=^ cos* a; sin ce -j- 2 1 cos x sin* x dx 

= cos* a? sin a? -j- 2 1 cos x li — cos* xjdx ; 

3 j cos' X dx = cos* ce sin a; + 2 j cos x c?cc 

= cos* X sin ce 4" ^ sin a? . 
Par conséquent, 

/cos* ce sin ic + 2 sin x 
cos' ce dx = ^— î , 

et enfin : 
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y = Jcos'*acc/aî = -cos*a;sinx4-TK(cos*xsinaî4-2sina?t 

13. y = I cos* X dx — cos' 4? sin îc -f- ^ j cos* x sin* x dx 

= cos' ic sin a; -|- 3 1 cos* x(i - cos* xj dx 

= cos' a; sin ic -|- 3 j cos* x dx-^-Si cos* x dx ; 
d'où : 

4 j cos* X dx ^= cos' X sin a; -f- 3 1 cos* x dx . 
Or, 

j cos* X dx^= cos a? sin a? + j sin* x dx 
= cos a; sin a? -f 1 (^ — cos* xjdx 

= cos a; sin a? -|- ( ^^ — j cos* x dx . 
Par conséquent , 

2 1 cos* xdx = cos a; sin aï -f a; , 



et 



2/ = I cos* X dx^ - cos' X sin a; -f- ô (cos a; sin a; + a?) . 

14. y = I tg' X dx . En posant tg a; = ;8r , on a : 

dz 
a; = arc tg ;S' , (/a? = a ' \^ î <^'cù : 



= 4-2+2^1 + ^ 



»;, 
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Xg*x te* a? , 1 



4 2 

tg* X tg« X 



+ |i(l+tg«^j 



— i cos a; . > 



C dx 1 , ftgoîsin 
15. î/ = — r— = tg a; — ^ r- 

J COS' X COS X J cos' 



4 

— ^ _ r ( 1 — COS* x)dx _ igx C dx xÇdx 

CQsx J cos'o; cosx J cos'x ' J cosa;' 

Donc, 



J cos' a; COS « ' ® \4 2/ 
sin a; , 1 , « /« , j;\ 

16. y SB I sin (ax-\-b\ cos (a' œ + !»'] da; 



On a : 

sm 



in |o a; -}" '') cos la' a; + b'\ = 
= ^r sin l(a+a')x+64-6'j + sin j(a— a']a;+6-6'j 



d'où : 



y = r J sin |( a-fa'jx + b + 6 j tto 
+ |Jsin j/a— a'Jœ + b - 6'j dx 

__ r d:r __ r(sin* X + cos* a?) da; 
J sin* ce cos* ce J sin* a? cos* x 



^ J cos* X J sin* 
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dX 

X 



= tgx-cotgx= ^^^ 

Remarque. — On peut encore obtenir cette intégrale de la 
manière suivante : 

f dx C idx c% ^ c^ 

2/= -r-i r~= • to = — 2cotg2g 

J sin* ic cos* îc ^sin*2a; 

2 tg* X — 1 

*^ tg 2 a: "" tg X 

dx 



^ sin a? cos a; ^ tg a? 

fsin' X dx fsin a: (1 — cos* oS) dx 
^ cos" j; J Qos^ X 

Jsin oî dx Tsin ce dac 1 1 

cos" a? J cos' ic "" 4 cos* x 2 cos* a? * 

20. t/ =:^ j sin* a; cos* « d.x = j sin' x cos* aï. cos x dx 

cos'a?sin*a; , 3 f _ . _ , 

= ; h ■; I cos* X sin" x dx . 

4 4J 

Or, 

j cos* X sin*^ a: da; = j cos* x sin' x( 1 — cos* xj dx 

= j cos* X sin' aï da; — j cos* a? sin' x dx ; 

d'où: 

/. , cos' X sin* a; 
sin' X cos* xdx=^ j 



-j- - j cos* X sin' xdx '- -z\ sin' a; cos* x dx , 
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7 y cos' 4? siïi* a? , 3 f , . , , 

r 1 J cos' ic sm' j; dx . 



4 4 

Mais 



j cos* X sin' xdx=\ côs x.sin' a? cos a? dx 
cos ûc sin* a; , 1 r . , 



cos a; sin 



in* X \ C \ C 



4 

^ f « • 8 j COS aï sin* aï .If., , 
" J cos* a? sin' aï da: = — —z — — f- - J sin' x dx . 

Donc, 

3 3 r 

7 2/== cos' X sin* a; -f ^ *^os aï sin* aï +^ J sin' aï cte . 

j sin' aï dx = I sin aï da; — j sin aï cos* aï daï 

, cos' aï 
= — cos aï -] — . 

Par suite , 

m t •11*' ^•11*'/ I COS X\ 

1 y = cos' X Sin* oï 4- zCOsa;sin*aï+ -(— - cos x -\ — i 

cos' aï sin* aï ,3 . . 3 il, 

y = = 1- ~ cos aï sin* aï — — cosaï + ôk cos'aï . 



daï 



2 (cos* aï 4" sin* x) — sin* aï 
dx 



/dx __ r cos* X __ 1 * (^S ^\ 

2 cos* X + sin* x ""J 2 + tg*aï "ï^^^^ ^ ^\72 / * 

Remarque. — On peut encore écrire : 
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dx 



Jdx __ r dx Ç cos* X 
2 — sin* aï ""J 1 + cos« X ""J 2 + tg* x 

V/2 ® ^\/2^ 

^^ f cos* ce sin a; (iaî _ 

22. y « I — . Posant cos a; = ^e" , on a : 



i/îT 



e» sin» X 



1/ = — I — — , et si Ton fait ez =^u |/1 + e* , 



d'où dz =- — -i- — da , il vient : 

e 

1 + é* r [u* du 

^' L ^J^/i-u« •'l/l — ud 

Par conséquent : 

= "^^ it j/l — u* + arc ces u 

i-\-t^Çu^du 
d'où : 



>s 



^y = —^ — u[/\ — u^ ■{ g— arc cos u , 

\ A. fA 1 4- e* 

y = --r-r- w l/l — u* + ,^ , arc cos u , 
^ 2 c' '2 e' 
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, 1 + e* e ^ 

+ ^ , arc COS ^zz^z:^ 

2 e' ^/l + e^ 



2 



^r-; r— r- arc cos 

2 6* '2 e' 



I./1 + 



cos a? l/1 + e* sin* j; , 1 + e^ e cos x 

= T"! H ^ . arc cos — z= 

_,^ f cos a? (i;r J f î? cos X dx 
2J. 2/ = I '■ = - I 

J {a-^ h cos xf b J {a -\- b cos xf 

\ C dr. a Ç dx 

bJ a -f- b cos X 1} J {a-\-b cos xy ' 
Or, 



J a+b cos .; == ,7^i^T^ ^'' '^ (V ^r+6 ^^2^ > 



J (a 4- 6 cos a?)* av i 



c/a; 



(a4-6cosa;)« aV/ /î? \« 

ll + -cosa;| 



i C dx b 

= -^ TTl Ni > ^" posant - 

a^J (1 4" ^ cos xy a 

Mais y 






(1 — e^)i 
(*• sin X 



1 — e^ 1 -\- e cos JC ' 
Par conséquent , 



J (a + 6 cos xy - T^^rz^^ ^'"^ *^ IV' ;7T^^^ 2^) 



(a* — 6*)1 

sin X 



a* — 6* a -[- /> cos x ' 
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et enfin : 



y = 



2 a* 



^'^'^(Vhn'^y) 



l (a* - 6«)â 



arc 



*^ IV T+T *« ^ ^1 



+ 



sm a; 



a* — 6* fl -|- (> cos X 



2h 



l/(o* — bj 



arc tg 



(\/^ 






+ 6 *" 2 



+ 



a 



sin i; 



a* — 6* a + 6 cos a; * 



24. y 



=1 



sin j: + cos x + l 

sin X — cos X -}- 1 



cfa; = 



sin x-\-i cos* - X 
sin a? 4- 2 sin*- X 



rfa? 



I 1 1 

'•2 sin - a: cos -x 4- 2 cos* - a; 
^2 '2 ' !2 

. 2 sin - X cos -■ a; 4- - s>n* - x 
•2 .2 ' 2 



dx 



\ 



1 



1 



cos - X sin - a: -f cos - x 
2 1 4 2 



SI 



i / . 1 . 1 \ 

n - a: sm - x + cos - a? 

2 \ 2 ' 2 / 



dx 



. 1 
cos - X 
2 

. 1 

sin - f 

V) 



Jaî = 2 / sin -x . 

2 
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Applications. 



1 y 



2. y 



=1 



(1X 



i 



arc te; 



a isoLjr] 



a* sin* OLX -{-h^ cos* ol x olu b 

1 '2 

sin^xdx = — -sin* xcosx — ^ cos ic 



-j 



= ^ cos' a; — cos x » 

o 

tg'iC 



3. t/ = J tg* a; c?iP = ^ \^x + X. 



4. y 



5. y 



6. t/ 



7.2/ 



=1 



r/a? cos X .1.^1 

^x 2sin*x^t2 ""ti 



8in 

sin X cos a; dx = 



sin* a; 

9 



cos^i; cos'j: , cos a?/ , x 
s\n^XQos^xdx = smx{ ;; — r""T7^ — 1 — T^l'TTâ' 







ti4 



16 ' 16 



dx 



(l + e cos dxy a (1 - c^)! 



/, /l— «, 'i 1 



tg ^ax 



8. 2/ 



9. 2/ 



10.2/ 



11 y 






«^1 — ^')l 4.e+jl-ejtg*-^aaj 

1 3 . ,3 

sin* X dx=^ — , sin' a? cos ce — - sin x cos x + - a? . 

4 o o 



sin^x , 1 , ^ cos' ce 

dx = [- 2 cos ce — 



cos* X 



cos ce 



3 



J tfi'x 

=1 



+ o ^ ^ _ + ^ sin X . 



tg' X 4 tg* X 2 tg* X 

« o r/^ cî n -P (arc si n x)* x \/^\ — x* 



x'arcsinx 
l/l — X* 



arcsinx-f 



X' 



4* 
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.^ r «, • * , «^' sin X (asin a? — 2cosj:), 2e«* 
12.*/= e'^''siii*irJa;= ^ ^ . , - + -7^ 



a* 4- 4 ' a(a*+4) 



VIII. — Différentielles binômes. 



1. 2/ = la;* 1 + ^j* ^•^' • 



1 i 

Posons — - + 1 =r ^r* d'où X* = 7 , 

X* ^* — 1 

x^ dx=^ — T-. . - : il viendra : 

(^* — 1)* 

"" J ^' — 1 "^ j (^' — 1)* ' 

Or, 

/dz \ ,z — \ \ 
= - ( 7 arc ie. z , 
z' — i 4 z-\-i 2 *' ' . 

r dz z, , 3 ,z-\-i . 3 ^ 

I = : l — ■ 1- - arc ta; z . 

J iz' - 1)* 4 (^' - 1) ^ 10 ^— 1 ^ 8 * 

Par suite , 

1 ,z+i , 1 ■ e ,3,^+1 
y = -. !■ 7 + r; arc tg ^^ — r-r-, rr + -tt: l — ' — r 

3 _ 2. , . g 4 1 . 7 . ^ 



-|- - arc tg ^ = — ^ — 1-— . -j- - arc i%z — 



8 ° 16 ^ — 1 • 8 *" 4(^r*— l) 



= T^ i ^^-1^= h ô arc tg J— 

X* 



7 ^\^'\-]-x'-]-x , 7 



^ \-\-x' x'^^-'i -Vx*' 



|y|_i_^* /ro a:^ 4 
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dx 






2"* a'2' 



Posons 1 + x-^ == ^' , d'où c?a; = r- = - z^ x^ dz\ 

r^^ x^ dx ^ Ç' , Ç z dz 

J xz J J z^— i 

~ Jz' + z +'iJz'' -i' 

_ 4 (g - 1)' J_ ^^^ .2^-1-1 
- 6 ' F+7TÏ ~ 1/3 ^ ~li/3 • 

Par conséquent, 

1 . 2 £■ + 1 1 , (^ - 1)« 
= ^Karctg ;5 -l 



\/3 ^ 1/3 6 2»+^r4-l • 
3. 1/ = j a?M a + 6 a:']^ dx . Posons a ar""^ -}- 6 = ^' , 

d ou ra = -= 7 ; ïious aurons : 



î/ = /a;»jax-'+6|'Jx'=-J(^ 



l« /y3 



^' cf^* 



6/ a 



'* j(^3 _ ^)5 - ^' ] (^5 __ ^)i . ^ '^J (^3_ ^)5- 

En posant 6 = c' , on a : • 

1 1 J 1 

• (-e''^ — 6)' "" (z^ — c^)'^ ~ (^ — c)^ (^2 + c^ + cy ' 

si Ton décompose cette fraction en. fractions simples, on 
écrira : 
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1 ^ ABC 

(^» — c»)» "■ {z — cf '^ {g — cy '^ z-c 

Mg + N ■ P^-f-Q R.g +S 

"^ («•* + C «r -f c*)» "*" (Z* 4- c «r + c*)*"'" «r^ + c^r+c»' 

et l'on déterminera les coefficients A, B, C, M, N, P, Q, R, S. 



IX. — Intégrales définies. 



1.2/ 



= f 



aï" ox = 



m + 1 



2. y 



3. y 



*• 2/ 






-hoo ^ 

a 



1 +iC« 

1 — iC 



71 



|*(l + ^ + ^* + . 



. . + x 



•m —I 



ffiC 



11 1 



5. 2/ 



J a;« — 



dx 



1 / , a;-!^* 
=-75 arc tg 



6. 1/ 



~F3L 



2 a; + 4 v/3 



arctg — arctg — 



1/3 



l/3/J 



= i73*'''^*«i73 



2« + 4 »/3 



= i3(arctgoo-arctg(-^)) 



='i73(2 + ^'""*V3/- 
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7. 2/ = le* sinxdx=- 







e* sm X — cos x 



1Z 



8 



.„-/ 



DO 



dx 



ir 



_oo 






|(TT^* = 2L^^«*g* + n:^j 



4* 



Remarque. — Pour a; = oo , lira — ^ — = lim — == 



9 






rfr» 



i C2 + x)p/l + 



iz = 2 arc tg v/2 — arc tg 1 j 



7t 



= 2 arc tg 1/2 — - . 



10 



-r 



lir 



37C 



4d 



-/' 



dx 



12. y 



=/' 






arc tg 



3ic+l 



i~H 



('lH-iz;)t/i +x-a;* L \'ly\^x—x' 

2-1 
1 2 ^ 

= arc tg (2) - arc tg- = arctg -— == arc tg^ . 



1+2-2 



13. y = 



5 



rfa; 



(1+ecosx)* ^1 _^,,^1 



^ t /l — e e 
- arc tg\/ 



14. y = 






c?a? 



t: 



2 — sin« X 2[/i 



15.2/ = /^ 



— so- 
da: ît 

-j- e cos X j/| ^i 

Applications. 



2.1/= I arc sin a: cfa? = - — 1 . 

. ^- 0. -• • ... 
f * a;' da; . TT 



4. y = f '^ = z(a + l/l + a' . 



;! l/l + a;* 



r" dx 
5. y = , = "^ • 

f* a;' dx 32 

8. y = " = 1 • 

i (1 + «) l/l - ** 



.1t 



2 rix 2 



9-y= IrTT^^^;^^''"'^^^' 



,. y =-- j 



c?aî "ï^ 



10. ty =^ I rr-r — :^ = — -^ ^-^ • 



; (l + ecosj;)* (1 — <5*)â 



- ai ~ 



11. y = 



4 



dx 



2 — sin* or 



1 ^ 1 

arc Ig 



1/2 



1/2' 



42. y 



= 1 



OO 



dx 



TZ 



a«-l-(3«aî* 2ap' 



43. 2/ 



= la? 



a? ô-"* cos bx dx=^ 



a 



a« + 6* • 



X. — Quadrature des courbes planes. 

4 . L'équation du cercle étant : 

ic* + 2/» « R« , 



on a : 



jy dx =ji^~: 



x^ dx^= ^ 



X 



X j/R* ^.x^ + R* arc sin -- 



+c. 



L'aire comprise entre deux ordonnées correspondant aux 
abscisses x^ et x^ , aura pour expression : 

A ^'^Sx\/V.^ — x' + R* arc sin %\' . 

L R JiCo 

Si l'on suppose a?» = , on a, pour Xi = x: 



— 1 



X l/R* — a;* + R' arc sin 



'"rJ- 



L'aire du quart de cercle s'obtient en faisant a? = R : 



A'^ 



TtR» 



; d'où Taire totale = u R* . 



2. L'hyperbole rapportée à ses axes a pour équation : 



~ a 



- fr2 - 



On aura : 

I y dx = - I \/x* — a* dx . 
Or, 

\[/x* — a^ dx = j l/l — a* xr^- xdx==j p/l— a*ar- 
1 r j a* ar-^ _ x [/x^ — a* _ a^ Ç dx 

= -^^-2 J ^ \x-\'l/x^ _ a*j + G . 

On a donc pour l'aire comprise entre deux ordonnées 
quelconques : 

b r^ y 

A = - J l/oj* — a* dx ' 

Xq 

= ^ \x[/x* _ a« — aM (a; + ]/x* — a«l . 
Si Taire commence au sommet, on fera oJo = fl , et l'on aura : 



aj ^ 2 a 2 \ a I 

a 

3. L'équation diflférentielle de la cycloïde rapportée à son 
origine étant : 

d.=^ y^y ^ 

on a : 

1 I V* d 1/ 

j y dx = I — . On intègre cette expression 

en posant t/ — a = a 2^ , ce qui nous donnera facilement : 
jt/dj:=a« -arc sin^^ — -i/2a t/ — 2/*—^^ ^^2a2/— y« U-G. 
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On obtiendra Taire comprise entre l'origine de la cou 
son sommet, en intégrant entre les limites y = et t/ = 
ce qui nous donne : 

A = J t/ di» = a« - 

3Tca« 



u 



arc sin (1) — - arc sin ( — 1 



et 



a 



Remarque. — On peut encore intégrer Texpression : 
C y^dy C y^ dy 

J\/2ay^y^ •' j/a» - (t/ — a)« ' 

en posant î/ — a «= a sin ^ , ce qui nous donne : 

a* I 1 + 2 sin z -j- sin* ^\ dz 



-»■['- 



smz cos z , g 
2cos^ ^- 



+ G. 



Pour trouver les limites Aez^ faisons t/ = , et y =^2 a 
dans l'équation y — a = a sin <^ , et nous aurons : 



TC 



pour t/ = , sin ^ = — 1 , ou bien z = — -, 



pour t/ = 2 a , sin ^ = 1 , ou bien z=^ - . 

là 

Par conséquent : 

2 , » 3 TT a' 

A = a* l 1 1 -f 2 sin <8r -f sin* z\ dz = — - — . 

2 



4. L'équation de la cissoïde étant : 



)/ ^ 
2/« = a;5 , OU bien ?/ = + xK/ 



/■ 



X 



on a, en ne considérant que la partie au-dessus de l'axe des 
abscisses : 
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3 a« a — te (3 a + i») 



= -^r- 2irc cos ^^ ^ — ^ r/2 a 55 — se* + G . 

2 a 2 *^ • 

Si Taire commence à Torigine, on intègre entre les limites 
X = , et X ^= X, et il vient : 



A =fy àx = J X «te\/2^ = ^ 



a — X 
arc cos 



a 





3 a + ^ 



|/2 a a: — 05* . 



2 

En faisant fl:=2a, on a pour l'aire comprise au-dessus de 
Taxe des abscisses entre la courbe et son asymptote : 

3 7t a« 
^ 2-- 

L'aire totale = 3 u a* . Donc, Taire comprise entre la courbe 
et son asymptote est égale à trois fois Taire du cercle générateur. 

5. L'aire de la courbe 

a* î/* == ic* (a* — ac*) , 
laquelle a la forme (fig. 1), est donnée par la formule : 

A = 1 1/ dx = -\xdx |/a* — x^ . 
Or, 



/ 



(a* — a;*)2 



|/a* - a;' X dx = - ^" - "^ ^ + C . 



On a donc pour Taire comprise entre la courbe, Taxe des 
abscisses et une ordonnée quelconque du côté positif : 

k=^-\xdx [/a^ — a« == — a^ — a' — x' r I 



a« 



1-^ 

x^ 
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L'aire comprise entre la courbe, Taxe des abscisses au-dessus 
de l'axe dès x et du côté positif est donc : 

A = - I xdx i/a* ^ X* = - à^ . 
aj ^ 3 



L'aire totale située à la droite de l'axe des y est : 

A' = 2A=|a«. 

3 

Enfin, on a pour Taire totale de la courbe : 

A"=2 A' = |a«. 

6. Soit la courbe (fig. 2) représentée par l'équation : 

a — X 



t/* = oc* 



a -{- x^ 



ou bien y = +iZî\/^-T-^ . 

y a -i- X 



+ 

Construction de la courbe. — L'équation est vérifiée pour 
X = , y = 0; donc, la courbe passe par l'origine. Pour 
x= a y on a t/ = 0; donc, la courbe passe par le point A. 

Depuis x = y jusque x = a , à chaque valeur de x 
correspondent deux valeurs de y, égales et de signes contraires : 
là courbe a donc la forme indiquée (fig. 2) du côté des abscisses 
positives. 

* 

Pour X > a y y est imaginaire ; donc il n'y a aucun point 
de la courbe à la droite du point A. 

Pour trouver la forme de la courbe à la gauche de Taxe des y , 
faisons x = — x' , nous aurons : 






Pour si < a y est réel, et à chaque valeur de xî corres- 
pondent deux valeurs de y égales et de signes contraires ; pour 



— 86 — 

x' = a^ c'est-à-dire pour ar == — a , on a y = oo : la 
droite a? «= — a est donc une asymptote. Pour x' > a > y 
est imaginaire. 

Cherchons l'aire OMANO. Nous avons : 



Or, en posant a — x = (a -|- *) ^* > on a : 

a (1 - e*) ^ 4 a e d e ^, . 
r , , ,fi-e« 6»d.e , ,fe*(i— 6«)d0 






dO 



9' de 

J(l_)-6«)'* 



Or, 



C d^ i. - , 



6 



(1 + H*)* 2 "" ' 2 (1 + 9«) ' 

9 



(• 9»d9 _ 1 

J (1 -I- 9«)* ~ 2 ^""^ *^ ® ~ 2"(1 + 9*) ' 

J (1 + 9«)' ^ ~ 4 (1 + 9')« "'■ 8 (1 + 9*) +8*'"'^'^ ^' 

r de 9 3 . ft , 1 

J(l +9»)» 4 (1 4- 9*)« "*■ 8 *'"*^ ^ " "1" 8 1 + 6« * 

En substituant, il vient : 

j 2/ dx = - 4 a' j^p-p^ - 1 arc tg e] . 



4 e 
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Pour obtenir l'aire cherchée OMANO, il faut intégrer entre 
les limites x^O, et x = a ; or, à cause de la relation 

a — x = (a -f a;) 6* , on a : 
pour a? = , 9 = 1, et pour x ?= a , 9 = 0; donc , 

ydx = — 4a* ( i-jjp — ^ arc tg 6 

= 4 a« (—— T arc te 9]* = 4a« 1- - — ] 

\14-9» 4^/0 \2 16' 



a' /^ \ ^ . Tc a* 



= -T- 8 — 7t = 2 a« — 



4 r / 4 ' 

7. Trouver l'aire comprise entre l'épicycloïde et les axes des 
y et des x. 

Les coordonnées d'un point M de la courbe sont exprimées 
par les équations : 

(\ R -4- R' 

R + Rj cos a — R' cos — ^, — a , 

y =JR-l-R'Jsina— R'sin^^-ir^a. 

L'aire comprise entre deux rayons vecteurs faisant les angles 
a» et a, avec Taxe des x , est donnée par la formule : 



=J xdy 



A 



=Jr4-R'| j TJR-f R'jcosa— R'cos^i^'a 
= (r -f R'j J "cos« a d a 

— \ R -|- R I cos a cos — :-; — a t/ a 



cosa - cos— :^: — a| Ja. 
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— R' R 4- R' J cos a cos ^, — oLdoL 



11' 



+ R' Jr + R'j J " cos« ^i^ a d a 

' ai 

= [r + R'JJ *cos*adtt 

— (r + R'| (r + 2 R'j J 'cos a cos 5-±^ a d 



+ R' JR-f R'j J *cos* 5-t^' « d « 



(R + R')* 



â 



jcos a sin a -|- a| ' 



-t 



R*(R4-R')I R + R' . R + R' , R+R' |«» 



2 (R + R') 



cos 



^;— asin ^, a+ 



R' X 



(R + R') (R + 2 R') C"»! R4-2R' , R \, 
— -^ 2~~^ J r°^ — 5âr^* + <=os-a d a 

«l \ 1 

(R + R')* . g , (R + RQ* , R'* . o R+R' 

m 

, R'(R + R') (R + R')R' . R + 2R' 
-| :^-_J i a — i^ '-——^ — sin ■^. a 



R' 



(R + R") (R + 2 R') R' . R 

— — sm 



i»— ^-^i^i^"^^— ». 



R 



R 1». 
R'«i. 



= R+R' 



r (R+R ') . o J i^+2R' , R'* • ,R+R' 1 

^^ — - — ^sin2a-| '- — «+ ,,T> r..\ 8in* — =-t— a 



2 ' 4(R+R') R' 

R' . R+2R' (R + 2R')R' . R 

-¥^'"— F- "^ R ^'" ÏT' * 



Si Ton compte Taire à partir de Taxe des x , on fera a^ =: , 



et il viendra en écrivant a au lieu de a, : 



A'=R-fR' 
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r(R+R') . - , R+2R' , R' . „R+R' n 

R' . R+2R' (R + 2R)R' . R 
-T^'"— R— * R ^'"iV« 



Si Ton suppose R' = R , on a alors la cardioïdey et Taire 
comprise à partir de l'axe des x et un rayon correspondant à 
l'angle a , est donnée par la formule : 

A" «= R* sin 2 a + 3 a 4" T sin 4 a — sin 3 a — 3 sin a . 

Pour avoir Taire comprise entre les axes des x et des y , il 

TC 

faudra faire : ol^ = - ^ ce qui donne pour la cardioïde : 

A_R.(V-2). 

L'aire comprise depuis a^ = , jusque a, = tc , est : 

A= 3 7î R% 
et Taire totale = 6 ir R* . 

8. Trouver Taire totale comprise entre la courbe (fig. 3) : 

2/* (a?* + a*) = fl* ru* , 
et ses asymptotes. 



On a : 2/* = - 



a* 05* 



a^ + x^' 

les asymptotes sont deux parallèles à Taxe des x , ayant pour 
équations : 2/ == i « • 

L'aire comprise dans Tangle yOx est donnée par la formule : 



A = j ia — y\ dx . 

/C CL ûc dx 
y dx = \ — ==. = a 1/ a* -f a* . 
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Par conséquent : 

la— y (/a?= a X— • a|/a* + xM=a|a;--i/tt*-|-ic*j . 



— a« 



Or, lim [x - l/a* + a;« = lim —= = , 

\ / X + l/a» -f X* 

pour a: = cxD . 

Donc , A « a* . 

L'aire totale = 4 A = 4 a* . 

9. Trouver l'aire de la logarithmique : 

X 

On a : 

fx X 1 X 

ydx=h\ ^ dx=ahie^ — i\, 

pour Taire comprise entre l'axe des y et une ordonnée 
quelconque. 

L'aire comprise entre l'axe des i/ et x = — cxd est : 

A' = a 6 . 

10. Trouver l'aire comprise entre une parabole, sa développée 
et le rayon de courbure. 

L'équation de la parabole étant : 

y* = 2 p ac , 
on a (fig. 4) : 

Aire AMP = I y cijc = i/2 p I l^x do; = - i/2 p x^. 



On a aussi, en désignant par a et [3 les coordonnées du centre 
de courbure : 



Aire AmP' 



=|p <i a . 
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Les équations qui donnent a et ^ étant : 

«-« + (y -P)î/'=0, 

i + y'* + (y-p)y" = o, ) 

on a, en vertu de l'équation de la parabole : 
y* = 2 p as , 



P y" = _ ^* = _ P* 

y ' y y- 



y y' = p , d'où : !/' = i^ , y" ^ = - fL 

y'* + «/ y" = ; 

Par suite, il vient : 



1 + ^ = 0, 

P P 2/* 
iC= a H p==a p = a. — 2 x —- p , 

y P 

OU bien : 3 a? = a — p . 

En substituant y et x en fonction de a et p, dans : 
il vient : 

A4 ^ CL ^ p 



a« : , = ?(.- .)v/^-^ 



-p) 



3p 
Par conséquent : 



et, en fonction de a? , on a : 

En intégrant entre les limites jj = , et a? = x , il vient : 
I j3 d a = aire AmP' = — \/ - a?^ . 
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On a aussi : 

Aire MNP «= ;r 

2 

mais, PN = Sn-=t// = 2/^ = p, 
donc : 



% 1 



Aire MNP = ^= ^^^P^ = ^^ 

De môme, 

w P' NP' B 
Aire mP'N = '^ = i NP' . 

2 2 

NP' = AP' — AN = a — AP — PN=a-ir-p = 2ir. 

Donc : 



Aire mP'N = ^--^^ — - — ^ = -;^ 2 x = ^ • '^ . "^ 2 J? 

2 2 p 2 p 

_ 2 v/2 J 

. Enfin, on obtient pour l'aire cherchée : 

2 y — 5 pïï ic^ , 12 ^a 2 1/2 4 



^/2 p L^ 



24 "1 

-}- p* + — iJC* — 4 X* 



l/2p^3 5 / 

11. Aire de la cardioïde. Cette courbe a pour équation polaire : 

1 

u = 2 a (l -|- cos (o) = 4 a cos* - w . 

Par conséquent, Taire comprise entre la courbe, un rayon 
vecteur quelconque et Taxe polaire est : 
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A =rjt** ci (0 = -■J4a'(l + cos(o| d(o = 2a* j (l + coswicfw 
= 2 a* 1 ( 1 + cos* (0 -|- 2 cos w 1 d w 



= 2 aM (i) -)- 2 sin (i) -}- 5 sin w cos w -j- -J 



= a« /s (0 + 



4 sin (0 + sin w cos w 1 . 



En intégrant de à 2 u, on aurait l'aire totale : 

42. Trouver l'aire comprise (fig. 5) entre les deux demi-cercles 
Orna et OMA , et l'axe OaA : 

Soit 0A= A , Oa =«= a, les diamètres des deux cercles. Menons 
un rayon quelconque OmM, et nous aurons : 

2 



A =^ I (u'* -- uAdiù . 





Or, u' = OM = OA cos w , m = Om = Oa cos w ; 
donc : 

1 P/ \ A-— a* M 

A = - I [A* cos^ (ù ^ a^ cos^ wjd o) = — ^ — | cos* w d w ; 



d'où : 

71 (A« — a*) 

^ = 8 • 

On arrive au même résultat en partant de la formule : 

2 l I 12. 



A = 




udud(o=l dwludif— --I JA' — a* jcos' w ofw , 



a cos (o a cos ca o 



dans laquelle itdu du) désigne Taire élémentaire. 
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13. Le lieu des projections du centre d'une ellipse sur les 
normales a pour équation : 

(a* — 6*) sin w cos w 

\/à^ sin* fc) -|- 6* cos* w 

L'aire de cette courbe est : 

1 r. . («' - &*)' r sin' w cos* (0 

2 J 2 J a* sin' w + 6* cos* a> 

Or, 

(o' — t*)* sin* w cos* M (a* 4" *>* — 2 a* 6') sin* co cos* w 
a* sin* <o -|- ^* cos* w a* sin* w + 6* cos* w 

= (a* cos* 0) 



. 1 • • • \ « '^ (cos* 0) + sin* (I)) 

+ ii* sin* (0 ;— 7-i T—rz r-^ 

/ a* sin* w 4- 6* cos* o) 

2 a* 6* sin* w cos* w 
a* sin* (j) 4- 6* cos* w 

a* cos* (0 + 6* sm* w t-t^ ,— 7^; z— . 

' a* sm* (1) -{- 6* cos* w 



Par conséquent : 

i n . . \ a* b* r*^ (i (0 

A. = ^ a* cos* (1) -f 6* sin* (0 (i w — - I , . , — pri — r- 

2J \ I 2 J a*sin*(i>-j-6*cos*co 

a« + b« a* — 1>* . a /> /a , \ 

= — j — (1) -] j — sin (1) cos w — arc tg - tg (o j 

= — ^ — (0 H g^ — sin 2 (I) arc tg I - tg wl . 

Pour (0 = - , on a la quatrième partie de l'aire totale de 

la courbe : 

a* + 6* 7t abiz tz 1 \* 
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L'aire totale sera : 



TT' ^* 



A"=:4A'= -la — bl . 



Applications. 

1. L'équation générale des hyperboles rapportées à leurs 
asymptotes étant : 

a?"* y" =:j a"* + ** , 
l'aire est donnée par la formule : 

A = a n X "V 

n — m 

2. L'équation de la tractrice étant : 

dy y 



dX y/fjf _ .^8 

Taire comprise entre la partie positive des axes est : 
A = — I \/a* — t/« — - arc sin ^ . 

L'aire totale = -7— . 

4 

3. L'aire totale comprise par la courbe : 



ay"^ =^x^ |/a* — x^ , 



est égale à ^ «* • 
4. L'aire de la courbe : 

y 



-^\/^£=ri^ 



comprise entre la courbe et une ordonnée quelconque (au-dessus 
de l'axe des abscisses et à partir de l'origine) est : 

,1 a — X 1 /- -/ 

A = a 6 <arc cos i/2 a x — x*\ , 

a X 
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L^aire comprise entre la courbe et son asymptote au-dessus 
de Taxe des abscisses sera : 

A,=sTza b f 
et Taire totale = 2 tc a 6 . 
5. L'aire comprise par la courbe : 

x^ y^ = h* (a;* — a') , 
depuis le sommet de la courbe {x = «), jusqu'à l'abscisse x est : 



A= 6^/0;' — a' — a b arc tg^^ = jîî/ — abarctg— 7- 

a a 6 

6. L'aire de la chaînette : 

cl- --\ 

est donnée par la formule : 



A = c |/y' — c' . 

7. L'aire comprise entre la logarithmique : 

2/= a e " , 

et les parties positives des axes, a pour limite la quantité 
finie a* . 

8. L'aire de la lemniscade de Bernoulli : 

u^ = a* cos 2 (0 , 

comptée à partir de l'axe polaire jusqu'à un rayon vecteur 
quelconque est : 

A = — sin 2 (0 . 
4 

L'aire totale a pour valeur a* : c'est donc le carré du demi- 
axe a de la courbe. 

9. L'aire de la podaire de l'ellipse : 

ii« = a' cos* w -j- 6' sin* (o , 
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comprise entre Taxe et un rayon vecteur quelconque est : ■ 
A = —g — sin 2 w + — ^ — (0 . 

Pour (0 = - , on a le quart de Taire = — r- — tt . 

2 o 

ce* -l- [>2 
L'aire totale = — - — tt . Elle est égale à Taire d'un cercle 



de rayon = w — - — . 



Remarque. — En désignant par S|, Sj, Sj^ les trois secteurs 
de Tellipse, de la podaire de Tellipse et du lieu des projections 
du centre sur les normales, on a : 

85 = ^2 — Sj . 

XI. — Rectification des courbes. 

d. Trouver la longueur de la cissoïde. 
De Téquation : 

on tire : 

(âa — x)\/x , 
dy = ^ ■ -^ ^ — - dx . 

(2 a — x) i/2 a — X 
Par conséquent, 

d^^^dx^^^dy^^^^^^^dx^; 



d ou : S = a I \/ -rj , 

u 
Pour intégrer cette compression, posons : 

8 g; ~ 3x 

2 a — a? 
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ou bien : 8 n — 3 .t = (2 a — x) z'^ . 

On en déduit : 

dx ^^z dz . 
t2 a — X ""£'« — 3 " 

Quant aux limites de ^ , on voit que : 

1' pour X = , ^r = 2 ; 



. /8a— 3x 

2" pour x = x . ^r = \ / — . 

' V 2 o — ac 

Par conséquent : 




/% a — 3 dc 
2 tt — X 



„ r. /8a— 3x „ i/3,l/8a— 3j;-ti/3j/2a— a; 
LV '2a-a; 2 i/ga— 3x-l/3l/2a— « 



■ + 



V/3,2 + i/3 



, 2 + 1/3 1 



^ 2 J./8«-3x_2_ .3^^8a-3x+t/3|/^a-xl 
[V 2a-a; , (2 + v/3) i/'2 a J 

2. Trouver la longueur de la courbe : 

2L 1 1 

x' -[- î/* = «' • 

On a : 
d'où : 



d s = dx 



i/i + ^î = ^; 

\ ac' ac'^ 



— 99 — 



Par suite, on a : 



1 

3 a' - 
S = -— x' , pour l'arc compris depuis x^O jusque x = x. 

Si Ton prend l'intégrale de à a , il vient pour le quart de la 
courbe : 

^ 3 a' f 3 a 

La courbe entière aura pour longueur 6a. 

Remarque. — On peut trouver la longueur de la courbe d'une 
autre manière. Observons que l'équation : 

x^ -\-y^ = a' , 
est vérifiée en faisant : 

X = a cos* 6 ^ 2/ == a sin' . 
On aura donc : 

ds^ = dx» + d t/« = 9 a« (cos* 8 sin* 8 + sin* 8 cos« 6) d 8« 

=- 9 a* cos« 8 sin* 6 d 8* . 
Donc : 

S = 3 a I sin 9 cos 9 d Q = ^ sin« 9 . 

Pour 9 = - , on a : S =_-x- • 

3. Trouver la longueur d'un arc d'épicycloïde. 
Les formules : 

R -j- Rj cos a — R' cos — ^^r- ^ » 
y=JR4-R'j sina-^ R' sin ^-t^ a, 



nous donnent : 



iJx 



— (R -f R) sin a + (R -f R'j sin ^"i^ a 



(ia , 
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dy= JR -f- R'I cos a — (r 4- R' j cos 't, a d a ; 



par suite : 



« / >«' . R+R' , R+R' 



ds«=j2(R+R'j — 2lR-fR'| Jsinasin'-^^a4-cosacos^;^^^jlda« 

= 2 [r+R'J*J l— cos 5;aj da»=4[R+R'j sin'^a. da«. 
On a donc : 

S = 2|r-1- rU sin^a.da 

4(R4-R')R'| R ., J 4R'(R+R')(, R | 

= -^— ^j-cos— «4-lj L_^Jl-qos— «J. 

Pour R = R'., on a la longueujr d'un arc de cardioïde : 

S = 8 R 1 — cos - a , ' 



TT 



et, pour a = ô I il vient : 



S = 8R 1 



-VI]- 



TT 



En intégrant de - à tu , on trouve : 

La longueur de la moitié de la courbe est = 8 R , et celle de 

la courbe entière = 16 R . 

4. Trouver la. longueur d'un arc de cycloïde. 

L'équation de la courbe rapportée à la tangente au sommet 
est : 

1 ; ,.,_.,v/^"; ■- 
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on a donc : 

2 a 

2/ : 

Par suite : 

Pour y = 2 a , on a pour la longueur de la moitié de la 
courbe : » 

S «=4a . 

Enfin, la longueur totale =;= 8 a . 

5. Trouver la longueur d'un ârc de la logarithmique : 



1/ == a tf* . 
On a: 

2aî 



X 



En posant e« = ;8: , d'où a; = a i ;s^ , il vient : 



ds = a , ou bien S = a | ■ — dz. 



-i' 



Or, 



[/i + 2!* dz /•(! + ^') dz r dz , /• zdz 



ry/\ + ;g' dz ___ r (l + ;g*)dg _ r cf^ /• 






zi/i + z^ Jz]/l + z^ J\/\^z^ 
dz 



z\/\ + z^ 

Pour obtenir la dernière intégrale, on posera : 



et l'on trouvera facilement (p. 62, n° 11) : 

c dz y— i-t-iyr+T^ . 
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donc, 



Enfin, si Ton compte l'arc S à partir de l'axe des t/, on a 

L ■ ' z Jj ' 

T y-; ; . , |/a« + iy« — a ? 

= I t/a» + y» + a Z ?1 ^ J- 

6. Trouver la longueur d'un arc de là chaînetle : 



2/= 2'^"*"^^ 



On a : 



dy == - je'' — c ~'\âx ; 



d'où : 



d5«=T 



1 

4 



4+ e/ — c 



* 2" 



1 / - * 



(/aj* =» -M*' + e A dx^ . 



1 



ds :=^ zr\e' + e '] dx , 



= ^| je^ + c "^^ da; = ^(e^-e 'c\=i/y^--c\ 



c 
2 



si l'on compte l'arc S à partir du point pour lequel on a x = O. 
7. Trouver la longueur d'un arc de la spirale d'Archimède. 
L'équation de la courbe étant : 

u = a w , 
on en tire : 



- loâ - 



d'où, en comptant Tare S à partir 4u pôle -, 
8. Trouver la longueur d'un arc de la spirale logarithmique : 



CD 

u = b e'^ . 



On en tire : 



,u diù c 

<«> = c Z- , — = - . 

du u 

Par conséquent : 

9. Trouver la longueur d'un arc de la cardioïde : 

M = 2 a 1 -|-. cos (oj = 4 a cos* - w' . 

Gomme on a : 

du = — 2 a sin w £f(o , 
la formule ; 

ds« =- du^ + u« d w« , 



nous donne : 
ds^ = 



4 a* sin* w + 4 aMl + cos^ w + 2 cos w 



= (4 a» -4- 4 a« + 8 a« cos w dw*. 



dw« 



Par suite : 



5> = 2 ay 211 + cos (ojd w = 2 ay/ 4 cos* .| w rfw 



= 4 a cos - (0 c?(o ; 
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d'où, si l'on compte Farc S à partir de w = , 

- - I 

S = 8 a sin - w ^ 

L'i longueur de la moitié de la courbe s'obtient en faisant 
(0 = 7c, ce qui nous donne : 

S=8a, 

et la courbe entière a pour longueur 16 a . 

10. Trouver la longueur d'un arc de la courbe déterminée par le 
cylindre parabolique : 

4 a X = (y + ^')« , 
et le cône elliptique : 

|^« + 2/' = ^^ 

La première équation nous donne : 

2/ + ^ = 2 i/o X ; 
la seconde peut s'écrire : 



(^ + y){^ — î/)==^^% 



* ■ » 



d'où : 

z 
On a donc : 



2 . /x 



dw + d^ = î^ dx , d^ — f iy = — — l/x d a? ; 

^ ' ^ \/x y/ a ^ ' 



par conséquent : 



d»« = dx*4- (ly* + c/^r» = ('" + ^)* da;» : 
' 2 a 03 
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enfin, 

X 

g ^ Ua + x) dx ^ 1/2 \/x I x\ 
Mais, on voit facilement que : 

par conséquent, on a pour la longueur d'un arc de la courbe à 
partir de Torlgine : 

S = ^ \/2 . 
Id. Trouver la longueur d'un arc de Vhélice paraholoîdique : 

a;* -|- 2/* -= cz ,. 

y , ^ 
- = tg - . 

X c 

On a les deux équations : 

x^ + y^= c^ , 

arc tg - = - . 

^ x c 

D'où l'on tire : 

2xdx -{-^y dy — cc?^ = 0, 
— ydx-\-xdy — zds^ = 0; 
on a donc : 

dx dy dz 



— ly z -{-ex cy + 2x2! 2 (x«+ y») * 
d'où : 

(is«= dx* -f dy^+ d2!^= dz^ //T. .N = , ^ (i^S 

et enfin , 

S = l — ^=c/^=Kc^ + ^\/-. 
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12. Trouver la longueur de la courbe déterminée par les 
équations : 

y' = 4 a X , 



X 



z = 1/2 ex — ic* + c arc sin vers . 

c 



On trouve facilement : 



v/a X /2 c — X 

par suite, 

ds« = dx^ + dt/' + dz'^ = 2cJ-_a ^^, ^ 

d'où, si l'on compte Tare S à partir de l'origine, 
S=J i/2c4-a — = 2 i/2c + a\/a;. 

13. Trouver la longueur de l'hélice déterminée par les équations : 

a; =3 a cos f, î/ = asint, z ^=, ci . 

Nous aurons facilement : 

ds« = (a» + c«) d t* , 

d'où : 

14. Trouver la. longueur de Vhélice conique : 

x« -}- 2/' = ^* tg« y , 

- = tg - . 

On a les deux équations : 

^* + y* = ^^ tg« y , 

, y ^ 

arc tg - = - . 
X c 



i 
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On en tire : 

xdx ■{- y dy — ztg^ y d^ =^ , 

— y dx '\-x dy ^_n 



X* + y 



2 



OU bien : 

j; dx + 2/ (f y — ^ tg* y d^ =■- , 

c 
Par suite, 

dx dy 



^ï tff ^ Y 
— y dx-^-xdy ^-^ d ^ = . 



d2i 



,^tg^^-^£liMlï .,tg^y+l^tg^y -'+y\' 

c c 



OU bien : 



c dx 



c dy 



dz 



z tg* ^(cx—yz) z\.%^y(cy -\- zx) x^ -^y 



1 > 



enfin, 



dx 



dy dz 



ds 



cX'-yz cy-\-zx cz j/(c« _[- ^2) ^2 tg« y + c« ^- 
On a par conséquent : 



=fv/' 



d z 



<^' = ^y <^'[^+^^'y]-l-^'^S'y--^^)/c'-\-^'sin'V 



d'où : 



S = I i/c* + z'^ sin* y dz 

ccosvJ ' 



ccosy 



= zy/'^c* + z^ sin* y 

2 c cos y L 



.2 



\ __:: ^ ^s* sin y + \/c^ -j- z* sin* y 

siny c . 
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Applications. 



1. Trouver la longueur d'un arc de la tract rice : 

Rép. s = a i - . 

y 

2. La longueur d'un arc de la parabole cubique j/ = - \ / — 

o V a 

compté à partir de l'origine est « = ô y — ^^ — ^ 1 • 

3. La longueur d*un arc de la courbe : 

8 a« 2/* = x« (a« — x«) , 

CL X 

est : s = V H — -^^ arc sin - . 

•^ ^ \/2 a 

I a* \ 
I 4. La longueur d'un arc de la courbe y =^ a l l-j 5I , 

est : s = a 1 1 — ' — — a: . 

\a — x] 

(tf* + 1\ 
^ , depui 

jusque x= 2 , est s = i Ic-f-" • 

e^^ — i 

6. La longueur d'un arc de la spirale : m = a ^^ , , 

est : s^=^ a (s) — u . 

7. La longueur de la courbe déterminée par les équations : 



uis X s«= 1 , 



y 






est : s = X -f- 2/ • 

8. La longueur de la courbe déterminée par les équations : 

. X 1 , a + ic 
2/ = a arc sin - , z =^ - a l , 

a ^ a ^ X 
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est : s ^= x-}- ^ . 



XII. — Volumes et aires des corps de révolution. 

1. Etant donnée (fig. 6) la droite y = mx^ trouver le volume 
engendré par Taire ABQP tournant autour de Taxe des x . 

La formule connue nous donne : 

V = TT I ij* dx=Tz\ m* X* dx ^= TU m*!-— I , 

a a ^ a 

en posant OP == a , OQ = 6 . On a donc : 

^' — û' , / \ 6M- «' + a î> 



Y = Tzm^ 



— =7r m* 16 — a] 



7c (/> — a) 

~ 3 



k'« _|- h* + /i^'\ , 



en posant AP = /i , BQ = h' . 

2. Trouver le volume (fig. 7) d'un segment de sphère. 

En posant OP = j-, , OQ =^ j^j , le volume engendré par 
MNQP en tournant autour de Taxe des x, sera : 



ÇXx 



2/* dx . 



L'équation du cercle étant ac* -f 2/' = R* » on aura : 



3 /». s 



V = uJ Ïr« — a;«) dx = u R« (r, — a;.) — it îi' ^ 



3 

TU (X, — Xo) 



,0 II. «Cl """ Xq X^ Xa 



3a;.*+3y„*+3jr,«-j-32/,*— 2j:,*— 2».* - Sc.jJ 
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■K (a;, — X,) 
6 



|3 (v.* H- y.') + (*. - à?.)] 



ce qui est la formule connue en géométrie. 

Remarque. — Si le segment n'a qu'une base, par exemple si 
aîo = , il vient : 



V = TT j |r« -a;«j dx^TzR^x, — '^ 



"" 2 "^" 6 • 

Volume de la sphère, — En faisant aj^ = Rj , a;^ = , 
on a pour la moitié du volume de la sphère : 



' 



a;» da:=itR' 5— ==ô '^^ ; 



4 

le volume total = - it R' . 

3. Trouvez le volume engendré (fig. 8) par la cycloïde tournant 
autour de sa base. 

L'équation de la courbe rapportée aux axes Ox et Oy est : 

l/*2ay —-y* 

Nous aurons pour le volume engendré par la moitié de la 
courbe : 

y'=o -0 l/2 a y - 2/* 0-^ l/a* — {a-yy 

En posant a — y =^ a cos cp , d'où dy = a sin <f d^o , 
il vient : 
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/y^ dy ^ Ç a^ (1 — cos y)^ a sin y dy 

= a' j 1 — 3 cos f -|- 3 cos* cp — cos' <p c?<p 

= aM cj>-3sincp+3(|+?^î^^^ --sincp— -sincpcos*^ 

= a^\ —^ — -- sm cp + - sm cp cos cp — ^ sin cp cos* cp 

= a' -^ — 4sin cp+- sm cp cos <p }- - sm' <p . 

De réqualion a — y= a cos <p, nous tirons : 

1** pour 2/ = 0, cos cp = 1, d'où <p = 0; 
2** pour y = 2a, cos cp = — 1, d'où cp == tt. 

On a donc : 
J . ^ = «' -^— 4sincp+-sinçcoscp-f--sin'cp 



-=a' 



.2" 
Par conséquent : 

^, 5 TT* û' 

V = • 

3 ' 

le volume engendré par la courbe entière tournant autour de 
sa base sera donc = 5 tt* a'. 

Remarque, — On serait arrivé tout aussi facilement au 
résultat, en faisant dans la formule : 



= 7t l^/^cia;, 



ce ^ a ( cp — sin cp), et 2/ = a (1 — cos cp). 

4. Trouver le volume engendré par la cycloïde tournant 
autour de la tangente au sommet (fîg. 9). 
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LMquation de la courbe rapportée à la tangente au sommet 
étant : 

^ y 

on a, pour la moitié du volume cherché : 

_y = îo A m ^'ia 

V= 7î I y* dac = 7î 1 1/ 1/2 uy — y* di/ ■= tt j i/ |/a* — (a — y)* dy • 

y = u 

Or, en posant comme ci-dessus a — y = a cos <p, et remar- 
quant que Ton a pour y = 0, ç = 0, et pour i/ = 2 a, cp = tu, il 
vient : 

V=7ra'l (1 — cos<5p)sin'ç(/.T=7ra'l (sin*ç — sin' ç cos cp)d <p ; 

u u 

par conséquent : 



1C 



-Tç sinœcosç 1 . _ I 7r*a' 

Le volume total sera donc = ir* a'. 

5. Trouver le volume engendré par la cissoïde tournant 
autour de Taxe des x. 
L'équation de la courbe étant : 

V 2a — a; 

on a pour le volume engendré par une portion de la courbe : 



s 

dx 



u 

En effet : 



u 

= ^ j" [ jll-x - (^ «* + 2 «^ + a^')] dx 



x^ 8 a' 8 a» — œ' 



2 a — a? 2 a — x 2a — x 
8 a' 



2 a — X 



(4 a* + 2 ax + x«) 
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Par conséquent : 



^=7r 



X 

V=it{— 8aH{2a — x) — ia*x — a x*—^\ 

'o 

8 a' ï (2 a — a;) — 4 a« a; — «»« - ^ 4- 8 ûM 2 a 

TzlSff^^l -r 4 a* « — Qx^ — À. 

'la — X 3 



En faisant ce == a, on a : 

J« l ^ 16 i / ^\ 

u 

6. Trouver le volume engendré par la cissoïde tournant 
autour de son asymptote. 

On a : 

V== Tzjx'^dy, 

la courbe étant rapportée à son asymptote prise pour axe des y. 
Or, si la courbe est rappprtée à ses axes ordinaires (n** 5, 
p. H2), on a entre les coordonnées x et x' la relation 

ac -[- aç' = 2 a ; d'où ac' «= 2 a — x, 

et, par conséquent, la formule du volume sera : 

V= TT ("(2 a — x)Vî/. 

De l'équation de la courbe : 



y 

on tire : 



-^\/2a-x' 



.(3 a T— çiùi/ 2 ax — .r* . 



d'où ; 
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V= TT (3 a — x) i/2 ax — ac«. 



Sa 



== TT a' arc cos ^ — • \ / 2 ax — x* 



Le volume engendré par la courbe entière = 2 tî* a'. 

7. Trouver le volume engendré par la révolution d'un cercle 
tournant autour d'une droite située dans son plan (iîg. 10): 

La droite autour de laquelle la révolution s'effectue étant 
prise pour axe des x, l'équation du cercle est : 

(a; - a)« + (2/ - P)« =. R«. (1). 

Si l'on désigne par Y et j/ les deux ordonnées MP et WV 
correspondant à une même abscisse P = x, on a : 

V=7tJ(Y«-î/«)dx. (2) 

Il est facile de voir que les limites A et B de x, sont 
respectivement égales à a — R et a -f R. 
L'équation (1) résolue par rapport à y nous donne : 



y = ? + i/R - (« - «)*; 

^ - . > 

ce sont les deux valeurs Y et y. En les substituant dans (2), il 
vient : 

V= J 4 P ^/R« — (x - a)« dx = i îc pj |/R« - (x— 'a)« rfx. 

a— R a— R 

Or, l'intégrale 2 1 ^^R* - (x— a)* dx exprime Taire du cercle 

«— R ' 

mobile ; par suite, le volume est égal à cette aire multipliée par 
2 TT p. Le volume engendré est donc égal à Vaire du cercle 
générateur multipliée par la circonférence décrite parie 
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centre de ce: cercle. Le corps dont nous venons de trouver le 
volume porte le nom de Tore. 

8. Trouver le volume engendré par une ellipse (fig. 11) tour- 
nant autour d^une parallèle au grand axe située à une distance 
c de cet axe. (On suppose c>b.) 

L'ellipse rapportée au point pris pour origine a pour 
équation : 



ou bien : 



ix'^ , c* 



y*-2cy + b*{--\---i]^0; 



d où : 



, = c±v/c«-6«(| + f;-l)==c±60-g 



On a donc : 



et l'expression du volume cherché est : 

V=iïf L* - yÀ dx = ^^^j Va* - «* <ioc 



U ' U 

2tz b c 



x\/ a' — 'X* 4- a* arc sin — 
^ a 



En faisant x = a, on a pour le volume du demi-anneau 

et, par conséquent, le volume total = 2 u* a b c. 

9. Trouver le volume engendré par la podaire de Tellipse 
tournant autour de Taxe des x. 

L'équation de la courbe étant : 

on en tire : 
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t/* + (2 «• — 6«) 2/« + a;« (a;« - a«) -= ; 
iloù, en prenant la valeur positive du radical, 



,_ b* -2 X* + ]/ b' -i- 4^ {a* — b*) x\ 

y 2 

On a donc pour le volume cherché : 
Or, on a : 



mais, 



+ Jv^'^* 4- 4 (a« — 6«) a;' . (iac; 



_ r 4(a*— b>);c»dx 

d'où : 

J 1/ ^ + ^ (a — ^ ) ^ • d'^ = --^ ' — 5 — 

^* ^ lixl/g^-^b* + t/6* + 4 (a« — 6«) a^ i^j 

On a donc : 



^=-2^^-— + 2 ~ 



^ l 2 X i/o' - 6» +t/6* -f 4 (g^ » 6») x ^] 

"*" 4 |/a« - 6* M 6« 

La moitié du volume total s'obtient en faisant :c = a. 



Tri , 2 a^ , a|/6* + 4(a« 6«) a* 
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, ^* ^ 2 g |/fl« -^ 6» -f |/6* + 4 (a« -- 6«) g' 

■^ 4 i/a* — b* b* 

-HLb' _ 2a' a(2g*-b«) b* 2 gj/Sï:^»+2 g»-6«| 

~2r 3+^ 2 +1^:^^^'-^^^ — bT — I 

_uj a(36«4-2a») -^V_ , /g + j/^?^^ ] \ . 

~2| 6 ^iy'drrb*^ \ 6 — 'M 

Le volume total sera : 

ja(3 6^ + 2a>) _j;^J a+t/^i^3Ti \j 

10. Trouver l'aire d'une zotie sphérîque (fig. 12). 
La formule qui donne Taire cherchée est : 

A = 2 Tc jt/ d s. 
Or, l'équation du cercle étftnt : 

on a : 

\ ^ dxV 2/« 

Par suite : 

ce qui est la formule connue. 

Cas particulier. — Si Ton fait Xo = 0, il vient : 

A^ = 2 7î R oî, ; 

enfin, si x^ = R, on a la moitié de la surface de la sphère 
= 2 TT R*. Donc la sphère entière = 4 tt R*. 

11. Trouver l'aire de la surface de révolution engendrée par 
la courbe : 

2 2 2 

it' 4" 2/' = «^ j 
tournant autour de l'axe des x. 
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En posant x = a cos' 8, y = a sin' 6, valeurs qui satisfont à 
l'équation de la courbe, on a : 

ds = 3 a sin 9 cos 6 d ô ; 
d'où: 

A = 2 TT \y ds^ 6 Tz a* J sin* 8 cos 9 (i 9= — — sin^ 9. 

On obtient la moitié de la surface totate en faisant 
9 = -, ce qui donne : 

A,==6 7ca* h8in*9cos9d9=— — . 

12 7î a« 
Enfin , la surface totale = — ^ — • 

12. Trouver la surface du tore (fig. 13) comprise entre deux 
plans perpendiculaires à Taxe de révolution. 
L'équation du cercle étant : 

on a : 

Par conséquent, Taire décrite par A B est : 

= 27îps + 2 7î 1 y/r« - (a: — a)«. (/« . 

L'aire décrite par G D sera : 

A, «= 271 J I (3 - Y/r*- {x - a)^ j ds 

= 2 TU (3 s — 2 TT Jv/R' -(^- a)*- f's- 
L'aire cherchée sera = A^ + A,; on a donc : 
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A = A4 + Aj = 4^ P s, en désignant par s la longueur de 
rare AB = GD. 

Si Ton fait s = tî R, c'est-à-dire égal à la moitié de la circon- 
férence, il vient : 

A=^4îc«PR = 2 7cp. 2 7tR. 

L'aire totale du tore est donc égale à la circonférence géné- 
ratrice multipliée par la circonférence décrite par le centre, ou 
bien elle est égale à la surface latérale d'un cylindre ayant pour 
base le cercle générateur, et pour hauteur la circonférence 
décrite par son centre. 

13. Trouver l'aire de la surface de révolution engendrée par 
la cissûïde tournant autour de. l'axe des x. 



L'équation de la courbe étant : y = x\/-^ , on a : 

. ^ r . « r^J: 1/8 a» — 3 a,* 



U 



= 2 7î a i/3 



Vt^'-I^-^* 



(2 a - xy 



dx. 





4 4 

En posant 5 a — a? = r a cos cp, il vient : 

32 7c g V3 f (1 - cos cp) sin^ cp 

3 J (l + 2cos<f)« "f 

^ 8-.a>p/1 r/ _ 3(coscp4-2) \ 

3 JV^^^ '^^(l + 2cos(p)«^''* 

8îca*i/3. . 
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. g!^(sm <p - 2) +4« a» i/3^J i_|.2cos? ' ^J (l+2cos<p)«. 

1 

On trouve facilement, en posant tg ^ ¥ = ' • 



(i+'icos,.) ^/3 ^/s_, y^ i/3_tg% 

z 

(l + 2cos<p)» 3 1 .6 1 

3— t|;'-<p |/3-tg2? 

Par suite : 

Stî a* ^ 



A= 3- (sijicp — 2<p)i-4uaM — 

l/'* |/3-tg^<p 

tg - (p 1/3 + tg - cp 

-f- 8 w a» l/3 2 H aM 

3— tg«^? 1/3 — tg^î 

_8Tca«r i/'3p.-x(8a-3x) , .j^zzif] 

(/3 L *« 4a J 



-f 2T:o»i +8«aV3 

oca^^ix xj / /g^_3^)_, — _arccos 

V ^ |/3 4 a 



2a — X 



4a — 3a; 



V/8 a — 3 a; — ^/x 
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Applications. 



i . Le volume engendré par une ellipse tournant autour de 

4 
son grand axe est V= -izab^. 

o 

2. Le volume engendré par la tractrice tournant autour de 
Taxe des ic est V= ^--. 

o 

3. Le volume engendré par la chaînette tournant autour 

TZ C , 

de Taxe des a; est V= -^ {y ^ -\- c x). 

2 2 9 

4. Le volume engendré par la courbe x^ -\-y ^ ^=a^ tour- 
nant autour de Taxe des x est : 

V=3.x^-a^- — Y/^^'+TV^*^-■9■J• 
327^a' 8 4 
Le volume total est Vj = = — • - tî a^ Ce volume 

est donc égal aux —- du volume de la sphère dont a est le 

rayon. 

X — 3 a 

5. Le volume engendré par la courbe y^ = ax j— , 

tournant autour de Taxe des a?, et compris entre les limites 
a. = 0, et X == 3 a, est : V = - 7c a' |l5 — 16 Z 2 j 

6. La surface, engendrée par la cycloide tournant autour de 

32 TT o« 

la tangente au sommet est : A = — ^ — 

7. La surface engendrée par la cycloide tournant autour de 

04 TU a* 

sa base est : A = — 

o 

8. Le volume engendré par la courbe 

y* (a« + a») = x* (a» — a,»), 
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tournant autour de i^axe des x^ et compris entre les limites 



Tz a"* 



a: = 0, et X = a, est : V« -^ 110 — 3 it • 

9. La surface engendrée par la tractrice tournant autour de 
l'axe des a?, est : A = 4 tc a'. 

10. Le volume engendré par la courbe : 

tournant autour de Taxe des x^ est : 

2 fp/2 \ / 3 

XIII. — Volumes et surfaces des corps de forme 

quelconque. 

La formule qui sert à exprimer un volume quelconque est : 

V= J Jz dxdy , 
ou mieux : 

V= J J{z^ — z^)dxdy, 

Les valeurs z^ et z^ sont deux des racines réelles de l'équa- 
tion : 

F(rr,2/,^) = 0, 

qui détermine la surface donnée. 

Limites de y. — On imaginera un cylindre parallèle à Taxe 
des z et circonscrit à la surface. L'équation de ce cylindre 
servira à déterminer les limites ?/i et y, qui sont les valeurs 
maximum et minimum de y correspondant à une même valeur 
de a;. 
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Equation du cylindre circonscrit. — Le plan tangent à la 
surface a pour équation : 

comme il doit être parallèle à l'axe des ^, pour être aussi 
tangent au cylindre, on aura la condition : 

dF 

.T = «- 

En éliminant z entre les deux équations : 

F(x,y,z) = 0, 

on obtient Téquation du cylindre : 

laquelle déterminera les valeurs y, et y^. 

Limites de x, — Ce sont les abscisses des plans tangents à la 
surface parallèles au plan des y z^ ou bien les distances de ces 
plans au plan des y z. Elles correspondent aux tangentes à la 
trace du cylindre, parallèles à l'axe des y, ou perpendiculaires 
à l'axe des x ; on aura donc : 

-— = oo, ou bien — *-= 0, puisque 
dx dy ' 

d^ 

dy dx 

dx d^ 

dy 
Par conséquent, Téquation 

dy 
servira à éliminer y de l'équation '|> (x^y)^=^0^ et l'on 
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obtiendra une équation cp (x) = 0, dont on tirera les valeurs 
linnites ar» et x^. 

Remarque. — Il est quelquefois très avantageux, lorsque 
Ton recherche le volume d'un corps, d'employer des coor- 
données polaires. 

On peut décomposer le corps (fig. 14) en éléments infiniment 
petits par des plans passant par Taxe des 2^, et des cylindres ayant 
pour axes Taxe des z. L'élément de volume est alors un prisme 
infiniment petit, ayant pour base npqr^ et pour hauteur mn. 
Or, en désignant par On = p un rayon vecteur, et par x On^iù 
l'angle que ce rayon fait avec Ox, l'élément infiniment petit 
compris entre les rayons vecteurs correspondant aux angles w 
et iù '\- diù, et les cercles correspondant aux rayons vecteurs 
p et p -}- cfp, a pour surface : 

p dp diù. 

Le volume du prisme sera donc : 

dS = 2'p diù dp , 

et le volume total aura pour expression : 



v=rGpd(odp. (A) 



Il est bien évident que Ton doit exprimer z en fonction de 
p et (0, au moyen de l'équation de la surface : 

^ = F (.r, y\ 
et des formules : 

X = p cos (0, 1/ = p sin (0 ; 
par conséquent : 

^ = F (p cos (0, p sin w). 

Limites, — On intégrera dans la formule (A.) d'abord par 
rapport à p, en considérant w comme constant, et entre deux 
limites qui seront les valeurs de p qui, dans Téquation de la 
courbe limite (trace du cylindre circonscrit à la surface sur le 
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plan des xy), correspondent à la valeur considérée de w, 
c'est-à-dire à une valeur quelconque de w. Quant aux limites 
de (0, ce sont les valeurs extrêmes de cet angle, ordinairement 

Oet-. 

La formule à employer pour la détermination des surfaces 
courbes est : 



A=||dxrf2/Y/l + p* + q«. 



On peut aussi employer les coordonnées polaires. La formule 
est alors, comme on s'en assure facilement : 

A = fjp cfp d(ù l/l + p* + q\ (B) 

Quelle que soit la méthode employée pour la détermination 
de la surface, les limites se trouvent de la même manière que 
ci-dessus. Nous allons d*ailleurs faire des applications des deux 
méthodes. 

1. Trouver le volume commun au paraboloïde et au cylindre 
dont les équations sont : 

X* -}- y* = 2 ax, 
La formule nous donne : 

f\/'2ax — X* 



= J dxj i 



V= j dxJ dy [/4 ax — y'^' 

Les limites de y sont données par le cylindre circonscrit à 
la surface, lequel est évidemment : 

a?* -f y* = 2 ax. 

On voit que ces limites pour la partie du volume située 
au-dessus du plan des ajj/ et en avant du plan desic^", sont 1/= Oet 

y = [/^l ax — X*. Quant aux limites de x, elles sont x^=0, 
et a? = 2 a. 
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On a facilement : 

' ' y 



C T- — I V \/i ax -^ V* I c% 

[dyl/iax — y^-^^^ — +2 



ax arc sin 



par suite , 



t 



âflx — j:* 



J^/^/4(IX— î/«=-^— -5 |-2axarcsin y —^ 



Donc : 



4 r y . T'" . t hiii—x 

V= - I ic i/4 a' — X* (ia? + 2 a I ic da:. arc sin \J — r 

On a : 
J a; cfa;i/4 a* — ic^ = — -g (4 a« — a;*)2;J xdx\/^ a* — ^'=-3-; 



OJ' àx 



J a; Jo; arc sin^/ -4^=-2 arc sin^/ -j^+4 j ^/^^^^ZT^*' 



or, 



r x ^âx ici,/4a«~x« ,^ , .. X 
I --7— — = h2 a* arc sin -— 



1/4 a* — 5C* 2 ' 2 a 

Par conséquent : 

X 1/4 tt* 00^ 



c . . hla—x x^ . y /2 a — a? 
J xJx^rc siny/ -^^ = yarc siny -^ 



8 



, a* . X 

A arc sni — 

^2 2a' 



et 



f" . , /'la — X Tt a'" 

J a; (fa;, arc sin \/ ^^^ = -^ • 



Enfin, 



4 a', 7T a' 



3 ' 2 
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Le volume total compris entre les deux corps étant évidem- 
ment égal à 4 V, on a : 

Vol. total = ^^ + 2 u a' = a' (2 ir + ^1 

2. Trouver le volume du cylindre : 

aï* -|- y* = 2 ax, 
compris entre les deux plans : 

^ = ar tg a, et -sr = a: tg p. 



La formule 



y = \\{^^ — ^i)dxdy. 



= J dxj a? (tg p — tg a) dy. 



nous donne dans le cas actuel : 

Cv^ OJC — X* 

v= 

On voit facilement que les limites de y sont y = 0, et 

y a i/'-2 ax — a;* ; les limites de x sont et 2 a. Les limites de 
y sont établies pour la portion de volume en avant du plan 
des 2: x. On Si : 



|/ 2 ax — JCj 



r r 

V = j ac dx. (tg P — tg a) J dy 



r" 

= (tg P — tg a) J X dx y/l ax — x* • 



Or, 



ï' 



î a 

7Î a^ 



donc 



dx y/'-l ax — a?*-= — ;;— - 
^ 2 

V=^(tgl3-tga)j. 

Le volume total cherché est évidemment le double de V ; 
pat* suite : 

Vol. total = u a' (tg p — tg a). 
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3. Trouver le volume compris entre le plan des oçy et la 
surface : 

— aï» — y* 

z=^ e 

La formule (A) nous donne pour le quart du volume cherché : 






or, on a 






Je.pdp==-(^Y J-g- 



Donc 



et, par conséquent, vol. total = ir. 

4. Trouver le volume de l'ellipsoïde : 

c^^^ + iabx2!+ a« (.x« + y' — a«) = 0. 

Les sections parallèles au plan des ocy étant des circonfé- 
rences, nous appliquerons la formule : 

V 



= jfiz)dz; 



Zo 



or, on a <p (^) = « R*, R étant le rayon de la section faite à la 
hauteur z, rayon que nous allons calculer. 
En supposant z constant l'équation : 

a* x* + a' 2/* + 2 a frx ;8r = a* — c* ^r*, 

nous donne : 

a* — (c« - î>«) ^s-* 



(-+?)'+»■= 



a* 
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nous aurons donc : 



H = ■ 



a 
Par conséquent, 






V= -^ 1 (o* - (o* — b*) z*) de. 



-o 



Pour déterminer les limites, menons deux plans tangents h la 
surface parallèles au plan des xy^ et cherchons leurs distances 
au plan des xy^ ou bien les coordonnées du point où ils 
rencontrent l'axe des z. Or, ces plaas devant être parallèles au 
plan des xy^ on doit avoir : 



ou bien : 



On tire de là 



dY dF 

dx dy 






2/ = 0, X = 

a 



Par suite, en remplaçant dans l'équation de l'ellipsoïde : 

c«^«- i/«^«- a* = 0, 
d'où: 



a« 



On a enfin : 



71 r i^'H*» 
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5. Trouver le volume commun au paraboloïde de révolution 
engendré par la parabole 

tournant autour de Taxe des Xj et le cylindre elliptique droit : 

i/*-=-^|2fla; — îc«j. (A) 
Le volume est donné par la formule : 



ylUn..^ 



= I dx I dy [/^'2px — y* ; 



u 

il est, en effet, facile de s'assurer que l'équation du paraboloïde 

est : 

î/« -{- ig-» = 2 p X. 

Limites de y. Elles sont évidemment déterminées par le 

cylindre (A), lequel nous donne : y = 0, y = \ / E. Uax — xA 
On a facilement : 



1../^ * P^\/'2ax — x^ , , y hla ^x 

I di/ y 2 pa? - 1/*=- ç^^ V V^ arc ^my ^^ > 



Donc : 



P C \ / C \ /2 a — X 
V= -^ — j X dx\/ 2 a j: — x^-\- p \x dx arc sin \/ — 5 . 



u 

Or, on a : 



A= yxdxylax — x^^^aX dxy 2 eroJ — 

II 

— I (rt — a:) c/a; V 2 aa; — x*.. 



a» 



I 
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dxy iax—x^^= —- '-^ j-yarccos—^ : 

o 

j (a — x)y 2 aa: — x^ dx=^ — — (2 ^a: — x*)''^; 



a(a— x)l/2«:r— X* , a' a—x 1.. ,.i 

A= ^^ -^ 1- -^ arc cos (2 ax — ;i-) ■■^^ 

C . \/2a — X 

Cherchons : B = | a: (irr. arc sm y — r . 

} 2 a 





On a : 



f . % /2a— Jc .x« . . /2a— ;r , 1 f x* 
hctiic arc sinv =— arcsinX/ 1 1 — = 

^ ^ 2a 2 . ^ . X 4-^|/2ar 



4 •' |/2 aoî — j;*' 



/ic* t/x r X* dx 

;= ) / , . =~ ; posant a —x=-a cos cp, 
1/2 ax — x* -^ 1/ a«— fa — a?)* ' ' 



1/1 ax — x* •'^z a' — (a — xj 
on a : 



j — ^ =a* j (1 4- cos* ç> — 2 cos cp) dç 

• |/^'2ax-ic* J 

A ^ . . * sin cocos cpi 
= a^ cp-2sincp-h^ + 3L ïl 



3 a — X 2i/2aa; — X- (•/ — x)|/2riic — x^\ 

==a' { -arc cos \- —r > 

2 a a ' 2a« \ 

Mais, 

a — x\ 






d'où : 

x'^i a — XI . 3a* a — x a. /" ~" 

13 = -— 7î — arc cos A — —-arc cos -V/ Ifix — x^ 

4 \ a / • 8 a 2 V 

(a — x) 1/2 ux — X* 

-i : z '■ — • 
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Enfin, 



V (x — a^v/^lax — x* . a' a — x 

— a= ^i Î-— 4- —arc cos 

p 4 4a 

1 , .• / " . TTic* x^ a — X 

— -rr- (2 ax—x^)\/ 2 ox — ic* + "i 7 arc cos 

6a ^y 4 4 a 



,3 a* a — aï a% /" I , (a — oc)\/^ ax — a?' 
+ -g-arccos y/2aa? — ic*H g 

TTic* , 5a*— 2ic' a— a; , 4a;*— 5aaî— 15a* y- r- 

•= — r-H t; arc cos rrz 1/2 ax—x^. 

4 8 a 24 a 

En faisant a; = 2 ^, on a pour le volume total compris dans 
le cylindre : 

r4 ir a* 3 7î a*"! 5 ir a* 

6. Trouver le volume commun à deux cylindres circulaires 
droits égaux qui se coupent rectangulai rement. 
Les équations des cylindres sont : 

ic* + î/* = a*, 
y* -|- ^* = a*. 

La formule (Â, p. 124) nous donne dans le cas actuel : 

it a 

p diù j iXa* — p* sin* w. p dp, 



puisque : isf = l/à^ — y* = |/a* — p* sin* w. 

11 est facile de voir que les limites de p sont et a, si Von 
ne considère que la huitième partie du volume total. 

En effet, l'équation a;* + t/* = a*, nous donne : 

p = + a. 

Quant aux limites de (o elles sont et - • 



- 433 — 



On trouve facilement : 

a 



iV 



a' — p'sin* w. pc?p = — - 



1 a'cos^u) . 1 a' 



+i7r 



3 sin*u) ' 3sin*(o' 



par suite : 



V=-- 



Or, 




,1C 

2 



a' 



1 — cus'o) = — 



d(ù 



a' Icos'wrfu) 



3;sin«w 3 





sin*(o 



r d(ù __ 
J sin* (0 
fcos' (0 du) ^ /"cos tad(ù Ç 
J sin'o) J sirl^w J 



cotg u) , 



sin'o) 
Donc, 



cosw do) = — — : sin w. 

sinco 



a" I 1 

V=— — cotgw-^ — : hsino) 

3 1 sino) 







3 



-lit 



4 — cos 0) 
sinco 



-f sino) 



2a= 







^ ,. 1 — coso) sino) 

Car, lim — : = lim =0, pourw=0. 



sinu) 



COSO) 



Le volume total = 



16 a' 



7. Une sphère est coupée perpendiculairement à l'un de ses 
grands cercles par un cylindre ayant pour diamètre le rayon 
de ce grand cercle. Evaluer le volume de la portion de sphère 
comprise dans ce cylindre (fig. 15). 

Les équations des deux surfaces sont : 

ie* + 2/«+^« = a% (1) 
ic* + y» n= ax. (2) 
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Nous emploierons les coordonnées polaires, et nous aurons : 

Or, de l'équation de la sphère, on tire, pour la partie 
au-dessus du plan desxy^ 



2' = (/a* — p«. 

Les limites de p sont données par Téquation (2) : (o étant 
l'angle du rayon vecteur quelconque Om avec OA, les limites 
de p sont p = et p = a cos w. En effet, Téquation (2) donne : 

p« s= ap cos w. 
Les limites de w sont w = 0, et w = -. On a donc : 



iir ma cos iù mit 

2 I là 



V=J dis>] y/a'- p^ p dp =J dco j - ^ (a* - p*]^ 



.acosco 





2 





pour la partie du volume située au-dessus du plan des xy, et en 
avant du plan des xz. 
Le volume au-dessus du plan des xy sera le double de V : 

4 4 

Enfin le volume total qui comprend la partie au-dessus et 
celle au-dessous du plan des xy, sera : 

3 9 

8. Trouver l'aire de la sphère (fig. 16) dont l'équation est : 

x^ + y^ + ^« ^ R«. 
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On en tire : 

X y 

par suite, 



i+p' + q' = — = 



z l/R* — ce* — 1/* 
On aura donc : 



A = R 




Limites. — L'équation du cylindre circonscrit à la surface 
étant : 

x^ + 2/' = RS 

les limites de y, relatives à la huitième partie de la surface de 

la sphère sont : i/ = et y = |/^R* — ac*. Les limites de x sont, 
comme on le voit facilement, a; = 0, et a; = R. 

Or, 

C dy .y 

— — = arc sm — + const. ; 

-'l/R* — a;« — 2/« j/r« — a;« 



dy -TT 



On a donc 



l/R« — rr* - y* 





u R fR -r: R* 

A = 



-1(^55 = 



2 j "•" — 2 





L^aire totale = 8 A = 4 tt R*. 

9. Trouver Taire de la portion de sphère détachée par le 
cylindre, dans l'exercice 7, page 133. 
Si nous employons les coordonnées polaires, nous aurons : 
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A= CJp jp </wy/i + p' + ./« . 

Or. 



V 



1 + P* + ^* = 



donc, 

7c a cos (1) ic 

/"â rtCOSlO 

A = a Idwl— 4^L= = «|(— \/a«- p'Uw 



1t It 

'2 râ 



7î a* 



= a I rfd) (a — a sin w) == a* I (4 — sin w) rfw := — - — a*. 



Telle est l'expression de Taire détachée au-dessus du plan 
des xy et en avant du plan des xz. L'aire complète au-dessus 
du plan des a?*/ est = 2 A = tc a* — 2 a*. 

L'aire de la portion restante du quart de la sphère sera : 

7c a* — (tt a« — 2 a*) == 2 aV 

Si l'on imagine un second cylindre ayant pour diamètre de 
sa base le rayon OA' directement opposé à OA, la surface 
détachée par ce second cylindre sera égale à la surface détachée 
par le premier. La surface totale détachée de la demi-sphère 
par ces deux cylindres est donc : 

S = 2 « a* - 4 a». 

La surface restante sera alors : 

2 Tc a* - S = 4 a«, 

c'est-à-dire qu'elle est égale au carré du diamètre de la sphère. 
Si l'on considère les deux cylindres et la portion qu'ils déta- 
chent de la sphère entière, portion qui est évidemment = 2 S, 

on aura : 

S' = 2S = 47t a« — 8a^ 
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et la portion restante sera égale à deux fois le carré du diamètre 
de la sphère. 

40. Trouver la surface commune à une sphère et à un 
cylindre droit dont l'axe passe par le centre. 

Les équations des surfaces sont : 

a;* + î/» + ;^* = K«, 
On a pour la huitième partie de Taire cherchée : 



A= ■ ■ • • ^ 




l/R* — a;» - 2/* ' 



formule dont les limites sont faciles à déterminer, puisque le 
cylindre donné x* + y* = a', est le cylindre circonscrit à la 
portion de surface qu il s'agit d'évaluer. 



J l/R«— œ*— y* 



X» 



arç sin\/ 



Par conséquent : 

A = RJ dx. arc sm y ^^g_^, ; 



mais, 

C^ • \/«* - ^^ . X/ a^-x* 

Ida;, arc smV = aparcsmV 

J R« — a;* R«— ce» 

r |/R^— a^ag^dx 

•^ (R* - a;*) ^/'â«~^'« * 

En posant a; = a sin cp, on a : 

/x^dx r a*sin*cpdç> /• R*d<p __ /• 

(R«_iïjî)j/a^ — a;« Jr«— o«sin«cp Jr«— a*sin«(p J 
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j R« cos' <p 4- (R* — a») sin* çp ^ 
^ tg9l/R* — o* 

^^'ri/rti:^^'-'' *« -^^^^ "P' 

par suite, 

J da; arc sinV ^,Z^« =(* *'*° ^'"^ r«Z^« ; 

U 

'2 it 

2 



. tg <p l/R» — a' 
+ Ri arc lg-*X»l_ 



/ 



<p t/R* - a* 



=ï^-i-iv/i^*-«*-?(ï^-\/^'-i- 



Donc : . irR 



*-¥i''-\/'''-"" 



et l'aire totale = 8 A = 4 tt R JR— \/r« — a« j • 

Cas parliculier, — Si a "= R, on retrouve l'aire de la sphère 
= 47: R*, ce qui est évident. 

Applications 

4. Trouver le volume commun à deux cylindres circulaires 
droits égaux qui se coupent rectangulairement. (On fera usage 
des coordonnées rectangulaires.) 

2. Le volume de la portion du cylindre ayant pour base le 
cercle {x — a)* -{-{y — [3)' = R*, comprise entre le plan des 

xy et le paraboloïde z = — |- y, est donné par la formule : 
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3. Le volume de l'ellipsoïde : 



est = ^ u a 6 c. 

4. Le volume d'une portion de sphère comprise dans un 
cylindre droit dont Taxe passe par le centre de la sphère est : 

5. Le volume total compris entre le paraboloïde elliptique 

[- — = 2aî, et un plan parallèle au plan des ye:, et à une 

c b 



dislance a de ce dernier est V== n a* [/b c. 

6. Trouver le volume de la surface : 

x^ + y* + {^ + cy = a«. 

7. Trouver le volume que nous avons déterminé (p. 133, n° 7), 
sans faire usage des coordonnées polaires. 

8. Trouver Taire (p. 135, n" 9), aussi sarts faire usage des 
coordonnées polaires. 

9. Déterminer au moyen des coordonnées polaires la portion 
de surface commune à une sphère et à un cylindre droit dont 
Taxe passe parle centre (p. 137, n" 10). 

10. L*aire de la portion de surface commune à deux cylindres 
circulaires égaux dont les axes sont perpendiculaires est 
A = 8 a^. (Résoudre cette question par les deux méthodes.) 

11. L'aire de la portion de surface comprise entre les deux 
surfaces : 

xy = a^, 

x« 4- 2/« = R«, 
est : 

A=|^!(a^+R*)^-a^ 
o a I 
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12.. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre droit 
en faisant un angle a avec cette base; on demande d'évaluer 
les volumes des deux portions de cylindre ainsi obtenues. En 
désignant par h la hauteur du cylindre, on a : 

V=?RMga, et V'=7cR«/i— |R'tga. 

13. On trouve pour les surfaces de ces deux portions : 

A = 2 RMg a, A'= 2 ir R /i — 2 R« tg a. 
14. Trouver le volume d'une portion du paraboloïde elliptique 

^ = x'' + 3y\ 
comprise entre le plan des an/, et un plan donné {z «= c). 

15. Trouver le volume du corps 

-8r« — 2-sr 4- 22/* + a;* — xy — 1 = 0. 

16. Trouver le volume du corps 

^*4-2/* + -2'* + iCî/ -{-xz + yz — a* = 0. 



ERRATA. 

p. 12, ligne 3 en bas, au lieu de e^, = u, lisez e* = u. 
p 19, ligne 4 en bas, au lieu de l {x 1), lisez l {x — 1), et au 

lieu de a, lisez l a 

p. 101, lignep en bas, au lieu de 1^^ ■ , usez! • 

p. 101, ligno 14, au lieu de j lisez 1 
p. 131, ligne 1, supprime/ cp. 
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